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A LA MÉMOIRE DE MON PERE 



A MA MÈRE. 



PREMIÈRE THÈSE. 



MÉMOIRE 



SUR L\ 



THÉORIE DES FORMES RINAIRES 



ET 8DB 



L'ÉLIMINATION. 



L'importance de la théorie des invariants et covariants pour TAI- 
gëbre n'est plus à établir aujourd'hui. Indépendamment des grandes 
et profondes questions que le développement de cette théorie a sou- 
levées, elle nous a appris à chercher, dans chaque problème d'Al- 
gèbre» tout ce qu'il peut y avoir d'inaltérable par des substitutions 
linéaires convenables, et à donner ainsi aux méthodes et aux résultats 
un cachet de perfection et une généralité puisée à la nature même des 
choses. 

Il est vrai que cette mise sous forme projectile (comme on dit, 
d'après une expression empruntée à la Géométrie) des diverses ques- 
tions d'Algèbre n'est pas toujours très commode; ce qu'on pourrait 
attribuer, en partie, à des raisons subjectives. Mais' le fait est que 
cette difficulté est le plus souvent minime devant l'importance des 
résultats auxquels il s'agit d'arriver. 

La théorie de l'élimination, entre deux équations à une seule va- 
riable, a déjà été l'objet de nombreuses recherches sous le point de vue 

de la théorie des formes; mais ces recherches se bornent, pour la plupart, 

S. ï 



6 C. STÉPHANOS. 

à la manière dont on peut obtenir le résultant de deux formes don- 
nées, et il n'y en a que forl peu, si je ne me trompe, qui se rapportent 
à la théorie générale du plus grand commun diviseur. 

Par contre, on trouve, dans divers Mémoires rédigés en dehors de 
toule préoccupation de projeclivilé, des résultats qui, bien que va- 
lables pour -le cas où les éqijialions considérées, supposées d'ordres 
donnés, n'admettent point de racines infinies, ne sont plus applicables 
au cas où i\ s'agirait de chercher les facteurs linéaires que peuvent 
avoir en commun deux formes binaires d'ordres donnés. 

Nous étant proposé dernièrement d'approfondir la théorie de l'élimi- 
nation sous le point de vue projectif, nous sommes arrivés à plusieurs 
nouveaux résultats, et nous avons trouvé, entre autres, comment on 
devrait modifier les énoncés des propositions défectueuses mentionnées 
plus haut, de manière qu'elles ne se prêtent plus à aucune sorte d'ob- 
jections. 

Un des buts du travail actuel est précisément de donner un aperçu 
de ces divers résultats en les présentant comme des conséquences de la 
théorie des systèmes linéaires de formes binaires et de celle des formes 
apolaires, théories qui n'ont fixé l'attention que dans ces dernières 
années, mais dont l'importance se montre plus considérable d'un jour 
à l'autre. 

Le présent Mémoire peut être considéré comme constitué de trois 
Parties distinctes. 

Dans la première Partie (§§MII), nous étudions les propriétés des 
systèmes linéaires de formes binaires et les relations qui doivent avoir 
lieu entre k-h i formes binaires d'ordre m{m^k) pour que ces formes 
soient liées entre elles par quelque relation linéaire. Cette première 
Partie n'est que le développement, sous des points de vue différents, 
des trois premiers paragraphes de notre Mémoire sur les faisceaux de 
formes binaires ayant une même jacobienne (*). Nous y avons pourtant 
ajouté {n°* 10-13) divers résultats, mis en lumière par des recherches 
postérieures pour la plupart a ce travail. 

Dans une seconde Partie (§§ IV-VII), nous examinons les propriétés 



(1) Présenté à rÂcadémie des Sciences de Paris dans la séance du 12 décembre 1881 et 
inséré dans le Recueil des Mémoires des Savants étrangers, l. XXVII, n* 7; i883. 
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de deux formes binaires fl^* et d^'"^ (o</<m), liées entre elles par la 
relation 

Nous étudions ainsi, d'une part (§IV), les formes fl^' liées à une 
forme rf^'^ donnée par la relation précédente, formes qu'on appelle 
conjuguées à d'"~\ et, d'autre part (§§ V-VII), les formes rf^'~S liées par 
la même relation à une forme a^* donnée, formes qu'on appelle apo- 
laires à oT^. 

Je passe ici sur plusieurs résultats nouveaux de cette Partie et je me 
borne à signaler, d'après les résultats des §§ Y-YII, les faits suivants : 

Étant donnée une forme binaire f= a'2 quelconque^ on peut toujours 
déterminer deux formes r^ et 5^, où k -hl =m-h ^, de manière quelles 
soient apolaires àf et n'admettent aucun facteur linéaire en commun. 
Les nombres ketl[k^l) sont toujours déterminés d'une manière unique. 

Si k = l, ce qui suppose que m soit pair^ chacune des deux formes r 
et s peut être déterminée d'une infinité de manières. Pourtant le faisceau 
xr-h \s est toujours le même. Les formes de ce faisceau constituent les 
seules formes apolaires à f qui soient d'ordre minimum. 

Si k <. l^ la forme r est complètement déterminée à un facteur constant 
prèSf et constitue la seule forme d'ordre minimum qui soit apolaire à f. 
Quant à la forme s, elle peut être déterminée d'une infinité de manières; 
malgré cela, le système linéaire 

OÙ x^"* désigne une forme arbitraire d'ordre l — k et \ une constante 
arbitraire, reste toujours le même. 

Dans l'un et dans Vautre de ces deux cas {k^l), les formes comprises 
dans l'expression 



aj; r — pï' "'"'^ {m^m — t>k) 



(1) Pour la commodité des notations je me servirai partout, par la suite, des notations 
symboliques, comme elles ont été mises en usage par MM. Clebsch et Gordan. Le lecteur qui 
voudrait se familiariser avec ces notations, dont nous ne ferons, du reste, ici que des appli- 
cations élémentaires, pourrait consulter l'Ouvrage de Clebsch : Théorie iler binàren alge- 
braischen Formen (Leipzig, 1872), ou encore le premier Volume de la Gêoniéirùdu même 
auteur, publiée par M.^Lindemann (traduction française par M. fienoist; Paris, 1879). 
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{où les /ormes p et c sont arbitraires) constituent les seules formes d^ ordre 
m-- t qui soient apolaires à /. 

Les formes^ r et s, déterminées d'après ce qui précède, peuvent être deux 
formes quelconques de leurs ordres respectifs, astreintes seulement à la 
condition de ri avoir aucun facteur linéaire en commun. Il se trouve, en 
eQet, quen partant de deux formas r^ et 5^ arbitraires et ri admettant 
aucun facteur linéaire en commun, on peut toujours déterminer d'une 
manière unique la forme f=z a'^^rn^^k-hl — 2)^ de manière quon ait 

{arYa'^-^ — o, (asYa'^-^ = o. 

C'est à ces propriétés qu'est due la relation qui existe entre la théorie 
de réiimination et la théorie des formes apolaires. 

Enfin, dans la troisième Partie (§§VI1I-IX), nous nous occupons 
exclusivement de la théorie de l'élimination, pour le cas de deux 
formes hinaiies r = r* et 5 = 5^ (^ = 0- 

Les développements de celte Partie sont fondés sur la considération 
de la forme 

symétrique et d'ordre « — j par rapport aux fc-h l— 21 + 2, séries de 
variables binaires a^'^oc^, ..., a?*^'"'), dont l'évanouissement, pour 
quelque système de valeurs des a^~\ x\ . . . , a?*^"S constitue la con- 
dition nécessaire et suffisante pour qu'une forme comprise dans Tex- 
pression 

soit divisible par la forme {xx'~^){xx^). . .(a?a?*^"'), où 

La grande importance des formes (ù^, (ù^, . . . , o);^, (dont la première 
coïncide avec le résultant des deux formes r et 5), pour la théorie de 
l'élimination, tient à cette circonstance, que l'évanouissement iden- 
tique de la forme gj/_, fournil l'ensemble des relations (fondamentales) 
qui doivent avoir lieu, entre les coefficients des deux formes r et 5, 
pour que ces deux formes admettent i facteurs linéaires en commun. 

Parmi les résultats obtenus par la considération des formes 6i)/_i, je 
citerai ici les suivants : 

Pour que les deux formes r et s admettent au moins i facteurs linéaires 
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en commun [c'est-à-dire pour que Von aà co,'_, = o), iljaut et il suffit que 
la forme 

*qui est d'ordre (i — i) (i: + / — 2« -h 2) par rapport à x^ soit [identique- 
ment) nulle, quel que soit X. 

En désignant maintenant par j une valeur donnée de x, choisie de 
manière qu'on n'ait pas à la fois r[j) = o et s[y) = o, on aura ces 
propositions : 

Dans le cas où R,_, = o, R/p^o, le plus grand commun diviseur des 
deux formes r et s est une forme p[x\ d* ordre i, telle que 

X désignant une constante différente de zéro. 

Pour que les deux formes rets admettent ifaeteurs linéaires en commun^ 
il faut et il suffît qu'on ait 

Ro=z 0)0 = 0, Ri(7)=io R/_i(/) = o. 

Si Von veut, de plus, que les deux formes r et s n admettent pas plus de 
i facteurs linéaires en commun, il faut ajouter, aux i relations précédentes, 
rinégalité R,( J") 7^ o. 

Pour que les deux formes r et s admettent, comme plus grand commun 
diviseur^ une forme d'ordre i, il faut et il suffit que la forme, d'ordre i — i 
par rapport à x, 

soà nulle, quelque soit x, pourvu qu'on ait, en même temps, R|(y) ^ o. 

Cette dernière proposition est d'autant plus remarquable que l'éva- 
nouissement de la forme (^i-i[oc,y^y, ...<,y), quel que soit a?, ne peut 
fournir aucune indication sur le nombre des facteurs linéaires que les 
deux formes r et ^ peuvent avoir en commun» dans le cas où l'on aurait 
^i[y) = o [voir le n« 46). 
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I. 



Propriétés relatives au cas où A-^-i formes binaires y = ^2* (m > A:) 
sont liées entre elles par quelque relation linéaire. 



1. Soient^ -h I formes binaires d'ordre w(> A) 

C'est une proposition élémentaire que si ces formes sont liées entre 
elles par quelque relation linéaire 

tous les déterminants (d'ordre ^ + i) du système 






(0 



^o> 1» • • • > 



^m> 



k k 



• • • « • • • 



1 «m 



doivent être nuls, et réciproquement. 

Il importe de remarquer que les diverses équations qui expriment 
l'évanouissement des (^'+/) déterminants d'ordre A 4-1 du système 
précédent peuvent être condensées en une seule, celle qui exprime 
l'évanouissement (identique) de la forme 



(A) 






quelles que soient les valeurs attribuées aux variables 



^0 f* />«A? 



Et d'abord il est clair que, lorsque les A 4-1 formes yj sont liées 
entre elles par quelque relalion linéaire, la forme précédente (Â) est 
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I I 



identiquement nulle. Il s'agit donc d'établir que, réciproquement, 
révanouissement identique de la forme (A) conduit précisément aux 
(T+/) équations qui expriment Tévanouissement de tous les détermi- 
nants du système (i). 

Pour cela, remarquons que, d'après un théorème dû à Binet et k 
Cauchy, la forme (A) doit être égale à la somme des produits des dé- 
terminants du système (i) par les déterminants correspondants du 
système 

**'! 1» VI )**' 1 1 «^It» • • ' 



(a) 



X 

X 



m 
m 






'*'kt* 



Or, il est clair que les divers déterminants (te ce dernier système sont 
des formes linéairement indépendantes entre elles, ce qui revient k 
dire qu'une combinaison linéaire IL/X, des déterminants X/ de ce sys- 
tème ne peut être identiquement nulle que dans le cas où tous les 
coefficients L/ sont nuls. On voit par là comment l'évanouissement 
identique de la forme (A) a pour conséquence l'évanouissement de 
tous les déterminants du système (i). 

2. A côté de la forme (A) se place encore une autre forme, conte- 
nant m — k séries de variables a?*^\ ot^^^, . . ., a?"*, et qui, à l'exemple 
delà forme (A), ne peut être identiquement nulle qu'aussitôt que les 
déterminants du système (i) sont tous nuls. 

Cette seconde forme est la suivante : 



(B) 



a 
a 



k 


A+1 



a 



a 



a 



a 



«î 



1 



t m t m 

'0 '•1 






a 



a 



1 

m 



m 



? 



m 



tin 
^1 



où nous avons posé, pour abréger, 

îj— (— iy^a-3:*JT^ (/ — Xr-t- I, X:4-2, . . ., m; y = o, i, . .., m). 
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Comme cette forme est égale à la somme des produits des détermi- 
nants du système (i) par les déterminants complémentaires du système 



(3) 



ou 





'•l > • • • ? Sm » 


... y 


««»! «««« •««% 




••l » • • - > -«m» 



|J3z(-i)yj:^,a.--^ 



on voit que, pour passer de la forme (A) à la forme (6), il sufBt de 
considérer Texpression (unique) de (Â) en fonction linéaire des déter- 
minants du système (2) et d*y remplacer, au lieu des déterminants du 
système (2), les déterminants complémentaires du système (3). 

3. Au lieu de la forme (A), qui est alternée et d*ordre m par rap- 
port aux X*, x\ . . ., â?^, on peut aussi considérer la forme, symétrique 
et d'ordre m — A par rapport aux a?*, x\ ...,a;*, qu'on obtient en di- 
visant (A) par la fonction alternée 

k{k-^-^^ 

k k-\ k 

01 01 "^Oî " • • **' 

i(A-f-l) 



(-1) » 



"^01 


^0 1 '^Oî 


X 


^,1 


**^ \ 1 *^w . • • 


X 


• • • 


• •*«•.• ••• 


• 


^kx 


^k\ ^kt 


X 



os 

IS 



Cette nouvelle forme, nous la représenterons par 



(C) 



f^^,a/,...,a. ; — A/«.o .*.l /*.A-\ 



C'est un fait connu (*) que, si Ton représente par 



la forme 






(*) Voir le Mémoire de M. Gordan : Ueber den grôsstcn gemeinsamen Faclor (Math, 
Anntile/i,L VU, p. 482-448, 1874). 
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les quotients des divers déterminants du système 



i 



(V) 












> ^Ari> 



par la fonction alternée 



A(x*, J7*, . . .,x^) 



sont égaux aux déterminants complémentaires du système à m + i co 
lonnes 



• » 

o. 



• ••••• 



. . . , /< A-.^l . 



De la il suit que Texpression entière de la forme (G) est 



(C) 









(T)«î 



a* (7)a* 
A. (*Î')A, 



/It 

«il 

• • 

«« 

o 
o 



4. D'une manière analogue, on peut considérer, au lieu de la forme 
alternée (B), la forme symétrique et d'ordre k + i par rapport à cha- 
cune des m^k séries de variables a/^^\ ccf^'^^^ . . ., :r^ 



(D) 



û { J7^-^', 07*^», . ..,a:'~) = 



_Z±ala\...al%lX\...\ 



m 
m 



A(j;*-^»,a?*-^*, ...,a7'«) ' 



qu'on obtient en divisant la forme (B) par la fonction alternée 



{m-k)lm-k-l) 



S. 



3 



l4 C. STÉPHANOS. 

Voici maintenant conoment on peut obtenir Texpression entière de 
la forme (D). 

Supposons qu'on ait remplacé, dans l'expression de la forme (B), les 
coefficients a^ des formes y] 

/o> fu • • • > fk 

par les coefficients correspondants (— ly^j^/â""' des formes {axx^Y • 
On obtient ainsi une expression qui est égale à 

m(/W"»-l) 

Pour arriver maintenant à l'expression de la forme (B), par le moyen 
des symboles a,,, a^a des formes 

il suffit évidemment de remplacer, dans l'expression 

les variables a?,, , 07,2 (« = o, i , . . . , A) par les symboles — a/j, a,-, . 
De cette manière on trouve 



►m 

i-k 



m:m-H) 

étant posé 

k\k-^\\ 

A(ao, ai, ...,aA)=:(— i) * («oûfi) («o^î)- • -(«a-i^a), 

( ai aj ) =1 a/, «y, — a,-, ay , . 

L'expression cherchée, de la forme (D), est donc 

/rw/x ) m(m-H) ' = * 

i = a 



SUR LA THÉORIE DES FORMES BINAIRES, ETC. 

Il importe de remarquer qu'en posant 

rfî'-*= (j7x*-^i) (^a?*-»-«). . .{XX"*) 



i5 



et 



{ciaiy*-''af^ — aisgi+x au^^» . . . ai^'n af^ = 2 ( *) k^x\-^x{ 



on a 



AS 


A<> 


Ao 


Ai 


A* 


.. Ai 


• • • 

A*" 


• • < > 

A*" 


» • • • • 

Af 



mlm + n AfA-f-1) 



-(-0" 



î û(ar*-^-',^*-»-*, ...,^'«), 



5. Comme les déterminants du système (2) sont des formes linéaire- 
ment indépendantes entre elles, il faut bien que les (7+î) formes, 
symétriques et d'ordre m — k par rapport aux x^, x*, . . . , ar*, qu'on 
obtient en divisant ces déterminants par 

soient aussi des formes linéairement indépendantes entre elles. 

Or on sait que toute fonction symétrique et d'ordre /n — *>o par 
rapporta Ah- 1 variables a?o,^M •••» a?A(non homogènes) peut être com- 
posée linéairement, et cela d'une seule manière, au moyen de (7^!^,*) 
fonctions symétriques élémentaires de la forme 

De \k on déduit aisément que, si l'on considère l'expression de la 
forme (C) en fonction linéaire des formes symétriques élémentaires 






correspondantes, les coefficients de cette expression seront des combi- 
naisons linéaires, linéairement indépendantes entre elles, des détermi- 
nants du système, (a). 
Des propriétés analogues subsistent, évidemment, pour la forme (D). 



l6 C. STÉPHA50S. 



II. 

Systèmes linéaires de formes binaires. — Formes inTolntiTes. 
6. Lorsque k-^i formes binaires, d^ordre m{m>k), 

sont linéairement indépendantes entre elles, on dit que les formes 
comprises dans l'expression 

( î ) ^0 /o -H ^1 /i -t- . . . 4- lkjk> 

où les ).o« X,, ..., \if désignent des paramètres arbitraires, constituent 
un système linéaire à k paramètres . Celles des formes d'un tel système, 
qui ne diffèrent entre elles que par un facteur constant, sont considérées 
comme coïncidentes, c'est-à-dire comme constituant un même individu 
du système linéaire. Dans les cas où >t = i et A = 2, le système linéaire 
est désigné sous les noms Aq faisceau et de réseau. 

A la notion d'un système linéaire de formes binaires, toi que (4)» 
correspond une notion géométrique également importante. Ainsi, lors- 
qu'on considère les groupes de points (ou autres éléments) représentés 
sur une droite (une courbe rationnelle, etc.) par les diverses formes 
binaires d'ordre m appartenant à un système binaire à k["Sm) para- 
mètres, on obtient un système k fois infini de groupes de m points, 
auquel on a donné le nom A' insH)lution du m"^'"* ordre et du A'^'"* rang[ * ). 

Pour obtenir la condition, pour qu'une forme du système linéaire (4) 
soit divisible par 

il suffit, évidemment, d'égaler à zéro le déterminant qu'on obtient en 
éliminant les paramètres Xo, X X*, ainsi que lesm — i coefficients 

-^^ — — — • — ■ — ■ — — ■ • — — - _ „ I 

(*) Ces involutions ont été considérées, pour le cas où Al<i, par Poncelel (dans la 
9,' édition de son Traité des propriétés projectives des figures^ 2* volume, p. 235-267, 
1 866 ) , Ballaglini*[ SiUle forme binarie di grado qiialunque ( Memorie dell'A ccad, di Nfr/?oli, 
1867)], Cayley et autres auteurs. Dans ces derniers temps, elles ont fait l'objet de nom- 
breuses recherches t^éométriques par MM. Emile Weyr, Le Paige, Franz Meyer, etc. , sans par- 
ler des travaux algébriques qu'on peut y rattacher également et que nous aurons l'occasion 
de citer par la suite. 
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de la forme (f{x) d'ordre m — k — \^ entre les m h- i relations aux- 
quelles conduit révanouissement identique de la forme 

Ainsi, en représentant la forme 



par 






on aura, pour expression du déterminant en question, 



((7) 



a: 



a 



a'. 



o 



(?)«î •• 


• < 


(?)«} •• 


■ < 


('?)«? •• 


• • • • 


(*î')/'. •• 





A. 






O 



ÎAh-i 



étant posé 



fi^y:(j)a'jx\^-Jxi. 



Du reste, nous savons que l'expression précédente est égale à la forme 



(C) 



<P{x,x, ...,x ).- A(a7%.r', ...,^-^) 



que nous avons déjà eu à considérer au n"^ 3, forme qui ne saurait être 
identiquement nulle (quelles que soient les â?", a?*,..., ot^) tant que les 
formes/o^/i» ...tyÀsont linéairement indépendantes entre elles. 

Toute forme symétrique analogue à la forme (C) peut être appelée 
forme symétrique involutive, comme correspondant k un système linéaire 
à k paramètres et définissant, par conséquent, une involution du rri'*'^^ 
ordre et du A"'"** rang. 

De même, on peut Sippe\ev forme alleméeinvolutwe toute forme alter- 
née analogue à la forme 



(A) 



:^±MxO)/,(x'),,.Mx^). 



Un système linéaire à k paramètres, tel que (4), est complètement 
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déterminé lorsqu'on donne les rapports mutuels des déterminants du 
système 



(0 



«S, 


al 


• • • » "/« » 


al, 


«1. 


• • • > **/« > 


• • » 


• • î 


• ■•) •••) 


«{, 


< 


• • • » t*ffi> 



puisque les formes involutives (Â) et (C) correspondantes sont alors 
romplètement déterminées (votrn®* 1 et 5). 

Les rapports mutuels des déterminants du système (i) ne changent 
pas lorsqu'on remplace les formes^/ par d'autres formes, linéairement 
indépendantes entre elles, contenues dans le système (4)- De là il suit 
qu'un pareil j^yslème linéaire est susceptible d'un nombre (^ + 1 )(m — A) 
fois infini de déterminations. 

7. Comme les déterminants d'un système à m lignes et à m -h i co- 
lonnes sont» en général, indépendants les uns des autres, il se trouve 
que toute forme alternée et d'ordre m (de même que toute- forme 
symétrique et du premier ordre )^ par rapport à m séries de variables 
binaires, est involutive par rapport à toutes ces séries de variables. 

Par contre, pour qu'une forme alternée et d'ordre m (ou une forme 
symétrique et d'ordre m — * > i), par rapport à ^ -h i •< m séries de va- 
riables a?®, a?*, ..., a?*, soit involutive par rapporta ces variables, il faut 

que ses (T^ j coefficients satisfassent à un grand nombre de rela- 
tions correspondant aux relations qui existent entre les déterminants 
du système (i). 
Ainsi, par exemple, pour qu'une forme 

alternée par rapport à deux séries de variables binaires x et/, soit 
involutive, c'est-à-dire de la forme 

/o(^)/i(7)-/o(r)/i(^)> 

il faut et il suffit que la forme 
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soit idenliquemenl nulle, quelles que soient les valeurs de x, y,z, / ( * ). 

Une forme symétrique et involutive par rapport à A -+- 1 séries de 
variables x^, x\ . . ., a?* jouit de celte propriété qu'elle est aussi invo- 
lutive par rapport à A'-h i quelconques de ces k -+- 1 séries de variables. 

Ainsi, en supposant que la forme involutive symétrique 

soit relative au système linéaire (4)) 1^ forme involutive 

sera relative au système linéaire composé par celles des formes du 
système (4 ) qui sont divisibles par 

Cette forme involutive ç(a?®,a?*, ..., or*') peut quelquefois devenir 
identiquement nulle par un choix convenable des paramètres y^"^', . . ., 
y^; dans ce cas, les formes du système (4) qui sont divisibles par 

forment un système linéaire à plus de k' paramètres ( * ). 

Réciproquement, on peut démontrer que, toutes les fois qu une Jorme, 
symétrique par rapport à k -h i séries de variables binaires x^^ x\ . . ., a*, 
est involutive par rapport à un certain nombre k' -h i {k'^ o) de ces 
k -h I séries de variables, elle doit être aussi involutive par rapport à l en- 
semble de ces k-^ i séries de variables x^, x\ . . ., x^. 

Il s'ensuit de là que : 

Pour qiî une forme, symétrique par rapport à A -+- i séries de variables 



(1) Voir, pour la démonstralion de celte propriété, notre Mémoire sur les faisceaux t/e 
formes binaires ayant une même jacobienne, p. 29 (Recueil des Mémoires des savants 
étrangers^ t. XXVII, n* 7; ï883), 

( * ) Les valeurs de ^'"^*, ^''*"*, • . • , J^ pour lesquelles cette circonstance a lieu sont celles 
qui annulent tous les déterminants du système : 
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binaires, soit involutive par rapport à toutes ces séries de variableSy il faut 
et il suffit qu'elle soit ins^olutive par rapport à deux de ces séries de varia- 
bles arbitrairement choisies. 

8. De même que les formes (A) et (C), les formes (B) et (D), consi- 
dérées aux n"' 2 et 4, sont involutives par rapport aux m — A séries 
do variables 

qui y enlrcnt. Le système linéaire auquel se rapportent ces deux formes 
est celui que Ton appelle conjugué du système linéaire (4)» auquel se 
rapportent les formes (A) et (C). 
Deux formes binaires 

sont appelées conjuguées (d*aprësM. Rosanes) lorsque leur invariant 
simultané 

est nul. 
Si m formes binaires d'ordre m 

conjuguées ï la forme/ sont linéairement indépendantes entre elles, 
toute forme g='g7^ conjuguée à /« sera comprise dans le système 
linéaire 

De même, étant donné un système linéaire à i paramètres 

les formes d'ordre m conjuguées aux formes de ce système donnent un 
autre système, k m — il — i paramètres* 

Cest ce second système linéaire qu'on appelle conjugué du premier (* ). 
Puisque les m — il formes ^^^,, • . •• ^m correspondent k m — i so- 



V 



n 



SM Mémoire cité plus liaut. M, Baitaglini avait déjà considéré la notion des 



im^ftttfms c»i iy y w Vjt » qnll tppetle imolmiioms ëtssociées. 
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iutions linéairement indépendantes des A* -h i équations linéaires 

il faut bien, d'après un théorème énoncé d'abord par Grassmann et 
retrouvé depuis par divers géomètres (Clebseh, Brill, d'Ovidio), que 
les déterminants du système 






(6) , 

soient proportionnels aux déterminants complémentaires du sys- 
tème (i). 
Ce fait peut servir à démontrer que la forme involutive 

V -H o-, ( r^'-f-l \ tr. ( r^ * '- ^ il- i r'/« N 

— -^ ^ Am-1 V •* ; o /»--t-f V "^ ' • • ■ A /// ' •' / ♦ 

relative au système linéaire (5), conjugué du système linéaire (4). 
coïncide, à un facteur numérique près, avec la forme alternée (B) con- 
sidérée au u** 2. 

Pour cela, il suffit de remarquer que la forme involutive 

est égale à la somme des produits des déterminants du système (6) 
par les déterminants correspondants du système ('V). 
Il est, de même, aisé d'établir directement que la forme 

iu Un t- 1 ) A' ( A- 4- 1 ) 

(D) ii(x^-^', .r^-^S . . . ,.r'«) ■=! (— I ) '- ' "~^ :ù±: AJ A{ . . . Aj:, 

considérée au n® 4, coïncide avec la forme involutive symétrique rela- 
tive au système linéaire (5), conjugué du système (/j). 

Pour cela, supposons qu'une forme conjuguée aux formes du sys- 
tème linéaire (4) soit divisible par 

et soit g' — ^\<^"c~^ cette forme. Nous aurons ainsi les k -h i relations 

( /:= o, I , . . ., /.• ). 

s. 4 
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Pour obtenir la condition pour qu*une des formes conjuguées aux 
formes du système linéaire (4) soit divisible par rf^"*, on aura évidem- 
ment a éliminer les A -h i coefficients de la forme c* entre les A: -+- 1 
relations précédentes. Or il est à remarquer que le résultat de cette 
élimination est, à un facteur numérique près, égal au déterminant 

(du n® 4), et par conséquent proportionnel à la forme (D). Cette forme 
(D) est donc la forme involutive symétrique relative au système li- 
néaire (5), conjugué du système (4) (*)• 

9. Dans le cas où k = m, la forme involutive (D), de même que la 
forme involutive (C), se réduit, à un facteur numérique près, au déter- 
minant 

Par contre, dans le cas où X:=o, la forme involutive (C) peut être 
supposée égale à 

de sorte que la forme (D) correspondante sera 

m(m-+-I) 
\ — I I " ^X^^X' • • • ^x'"* 

On remarquera que celte dernière expression est, au signe près, 
égale à ce que devient l'invariant (/•g")w = («^')"* des deux formes 
/— a'" et g = h"!, lorsqu'on suppose 

g z=: (œx^ ) ( .i\r^ ) . . . ( Jcx'" ). 



(i)On démontrerait, de même, que la condition nécessaire et suffisante pour que les 
formes du système (ô) divisibles parc?^"*' = (arx**-»-* ) ( J7x*'^-») . . .(arx'«) ; où A-' > ^, forment 
un système linéaire à plus de X-' — X* -- t paramètres, consiste dans l'évanouissement de tous 
les déterminants du système 

BO uO nO 

"l ••• »* î 

Dq D| . • . Ij^.> , 



•> 



K Bt ... B^ 
étant supposé que l'on ait 
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10. Les deux formes involutives( A) et (B) jouent un rôle iniportant 
dans la théorie des combinants des k + i formes 

c*est*à-dire de ceux des invariants et covariaats de ces formes qui se 
reproduisent multipliés par une puissance du déterminant 

2 IIZ A^ Aj ... A^., 

lorsqu'on remplace les formes/ par des combinaisons linéaires 

de ces mêmes k -\- i formes. 

D'après un théorème dû a M. Gordan [IJeber Combinanttn [Math. 
Annalen, t. V,p. 1 16, 1872)], les covariants et invariants de la forme (Â) 
fournissent tous les combinants des k -h i formes /. D'autre part, de 
récentes recherches ont conduit à cette remarque importante que la 
même propriété appartient aussi à la forme (B). Ainsi donc : 

Deux /ormes involutives relatives à deux systèmes linéaires conjugues 
doivent admettre les mêmes covariants et invariants, ce qu'on peut aussi 
exprimer en disant que deux systèmes linéaires de formes binaires^ con- 
jugués entre eux, admettent les mêmes covariants et invariants ( * ). 

Le fait que deux formes involulives, telles que (A) i\i (B), relatives k 
deux systèmes linéaires conjugués, constituent chacune un covariant 
de l'autre, résulte assurément de ce que les formes de chacun de deux 
systèmes linéaires conjugués sont liées aux formes de l'autre par des 
relations invariantes. Pourtant, on peut encore trouver un autre motif 
de ce fait, et qui tient à la manière dont on peut passer (d'après le n^2) 
de la forme (A) k la forme (B). 11 se trouve, en effet, que si^ en partant 



( 1) Ces théorèmes, que j'ai toujours considérés comme étant évidents a priori (de môme 
que leurs généralisations relatives à des formes à plus de deux variables), se trouvent dûment 
exposés et utilisés dans mon Mémoire déjà cité Sur les faisceaux de formes binaires ayant 
une mémejncnbienne^ Mémoire qui avait élé présenté à l'Académie des Sciences de Paris dans 
la séance du 10 décembre 188 1. Pourtant c'est seulement dans le Rapport de M. Jordan 
(Comptes rendus, t. XCIV, mai iBSji) qu'il en est fait mention pour la première fois. Voir 
aussi M. Brill : Ueber binàrcn Formen und die Gleic/tung sechsten Grades {Math. An- 
nalen^ t. XX, p. 33o-336; iSS'i). Franz "Meyisr, Apolarit'àt und rationale Cutven (TUbin- 
gen, i883). 
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d'une forme alternée quelconque^ d'ordre m{^k) par rapport à A 4- î sé- 
ries de variables binaires x^yx\ ,.., x'^ et qui soit exprimée en fonction li- 
néaire des déterminants du système [2) [ce qui est toujours possible d^une 
seule manière), on y remplace, au lieu des déterminants du système (2), 
les déterminants complémentaires du système (3), oai obtient une nouvelle 
forme, alternée et d'ordre m par rapport aux m — k séries de variables 
binaires x^'^^ a*^*-, r'", laquelle constitue un covariant de la pre- 
mière (*). 

III. 
Sur les déterminants fonctionnels. 

11. Parmi les formes/— a^' d'un système linéaire à k paramètres 

il y en a seulement [k + i ){m — k qui admettent comme facteur la 
puissance [k 4- 1 )»«■"« d'une expression linéaire (^/). Les valeurs de y 
auxquelles correspondent de pareils facteurs sont précisémentceux qui 
annulent le déterminant fonclionnel 

des k -h uformes/. 

La forme (E°)doit, d'après cela, être proportionnelle à la forme 
Q{x,x, . . .,.r) qu'on obtient en faisant ;r® = ir* = ... =1 a^ z= x dans 
la forme involutive symélrique (C), relative au système linéaire consi- 
déré (4). D'autre part, il est aisé de voir que l'expression symbolique 
de la forme (E") est, a un facteur numérique près, 

(E) A(rt„ «„ . . ., «A KV^'a'/'-^ . . . a^-^. 



( I ) La considéralion de deux formes allernées, déduites Tune de l'aulre d'après ce procédé, 
est d'une grande importance pour la théorie des formes binaires (entre autres, elle conduit 
à de nouveaux aperçus sur la loi de réciprocité de M. llermite). Dans une occasion pro- 
chaine nous espérons publier relativement à ce sujet un petit travail Sur la théorie des 
formes complémentaires . 
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D'une manière analogue, le déterminant fonctionnel 



— > 



^ ' *" ~" dry -1 dry ^- «dr, ' dr',"-^ « 

relatif au SYStëme linéaire 

conjugué du système linéaire (4). ne s'annule que pour celles des va- 
leurs j' de X auxquelles correspondent des formes (^/)"*~* entrant en 
facteur dans quelque forme du système (5). La forme (E*) doit donc 
être proportionnelle au résultat Û'(ir, a?, . ..,.r), qu'on obtient en fai- 
santo;*^^ = x*^^ — . . . = y — x dans la forme involutive (D), relative 
au système linéaire (5), c'csl-à-dire qu'elle doit être proportionnelle k 
la forme (E) précédente. 

On voit, d'après cela, que deux systèmes linéaires déformes binaires^ 
conjugues entre eux, doivent admettre les mêmes déterminants fonction- 
nels. On a ainsi TcxeiDple le plus simple de ce fait que deux pareils 
systèmes linéaires admettent les mêmes covariants (n**10). 

Dans son Mémoire déjà cité [Math. Annalen, t. XX), M. Brill a fait 
voir que le discriminant du déterminant fonctionnel (E) se décompose 
en deux facteurs entiers, lesquels sont respectivement d'ordres 

k{m - k -\-i) et {m — k — i ) ( A* -h 2 ) 

par rapport aux divers déterminants du système (i) (*). Il est à remar- 
quer que l'évanouissement du premier de ces facteurs constitue la 
condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe dans le système 
linéaire [f\) une forme admettant un facteur linéaire (/w — A -f- 1)"»^^*, 
tandis que l'évanouissement du second facteur constitue la condition 
nécessaire et suffisante pour que, parmi les formes du système con- 
jugué, il y en ait une admettant un facteur linéaire (^-4- a)°P'* [voir • 
n« 15). 



(*) Le cas où X- — I avait déjà été considéré par Salmon [Higher Aigebra^ 3' édition, 
n® i80). — Dans une Note Stu* le sjrstème complet des combinants de deux formes binaires 
biqnadratiques (Comptes rendus, t. XCVll, p. 27, i883) nous avons donné (pour le ras où 
/• = I, //i ^ 4) l'expression des deux facteurs du discriminant de la jacobienne {f'b)a^b\^ 
en fonction entière des invariants (combinants) du f.iisceau Ànj. h- wZ>*. 
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On doit aussi à M- Brill une démonstration de ce fait que le déter- 
minant fonctionnel (E) d'un système, tel que (4)» peut coïncider avec 
toute forme binaire d'ordre {k -{-i){m — k). 

12. Donner (h un facteur constant près) le déterminant fonclionncl 
d'un système linéaire, tel que (4), revient évidemment a donner 

[k -h I ) (m — k) relations linéaires et homogènes entre les ( , 1 dé- 
terminants du système (i), déterminants que j'appellerai, pour abréger, 
coordonnées du système linéaire (4). Aussi le problème de la détermi- 
nation du nombre des systèmes linéaires d'ordre m ei k k paramètres 
(ou bien des systèmes linéaires d'ordre m et à ;w — X — i paramètres) 
qui admettent un déterminant fonctionnel donné est identique au fond 
avec le problème de la détermination de Vordre 

N(/- -M, m — k) =iN(/« — /.-, /i -h I) 

du système d'équations par lesquelles sont liés entre eux les détermi- 
nants du système (i), ou bien ceux du système (G), problème qui est 
d'une importance capitale pour la Géométrie d'un espace à m dimen- 
sions (*). 

On voit, d'après cela, que le nombre N(X: -^i^m—k) représente, non 
seulement le nombre des systèmes linéaires, tels que (4)* dont le déter- 
minant fonctionnel serait une forme donnée d'ordre [k -h i)(/n — k), 
mais, aussi, le nombre des systèmes linéaires, tels que (4)9 dont les 
coordonnées satisferaient à {k^\)[m^ k) équations linéaires arbi- 
traires, ou, en d'autres termes, le nombre des formes involutives 



■ ^ l »X • *Ây 9***9 '^ i9 



(*) L'examen du cas où w =4, / = i (ou /• = a), et où N(2,3) = N(3,2) = 5, nous a 
conduit à de nombreux résultats, communiqués à TAcadémie des Sciences de Paris dans les 
séances des 17 et 24 octobre 1881 [Stir une configuration mnarquahle de quinze cercles et 
sur les congruences linéaires de cercles dans V espace [Comptes rendus, t. XCHI, p. 678 
et 633)]. Quant à l'étude détaillée des faisceaux (et des réseaux) de formes biquadratiques 
ayant pour jacobienne (déterminant fonctionnel) une forme donnée du sixième ordre, nous 
lui avons consacré toute la seconde Partie (p. 57-1 35) de notre Mémoire sur les faisceaux 
de formes binaires déjà cité (voirwn court extrait de ce Mémoire dans les Comptes rendus du 
10 décembre 1881, t. XCIII, p. 994)- 
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symétriques et d'ordre m — k par rapport aux x^,x\ . . . , a?\ dont les 
coefficients seraient liés par (k 4- i)(m — >5") conditions linéaires (*). 
Dans une Communication faite à la Société mathématique de France, 
il y a quatre ans (séance du i3 décembre 1880), nous avons donné la 
valeur du nombre N(/- -^ i,m — k) pour le cas où * = i. Cette valeur, 
qui a été aussi obtenue depuis par M, Franz Meyer (^), est 

^ ' ^ (m — \)\m\ 

J'ajouterai que, tout dernièrement, M. Schubert a annoncé (') que, 
par l'application des méthodes de la Géométrie énumérative, il a pu 
arriver à ce résultat, que, dans un espcLce à m dimensions ^ le nombre 
des variétés linéaires à m — k — \ dimensions qui rencontrent [en un 
point) chacune de (X -hi)(m — ^) variétés linéaires à k dimensions 
données est égal à 

\\ i\V. , , .k\[{k -^ i) {m — k)]\ 
(m — k)\ (m — k -\-i)l, . ,{m - 1)1 ml 

Si ce résultat est exact, comme il y a tout lieu de le croire, nous 
aurons 

N(X*-i- i,m — k) = N(/w — /•, Ar-h 1) 

_ \il9.l...kl][iUL.,(m — k^i)l][{k-^i)(m^k)y. 

il-?! 3Î...(//* — I)! w! 

13. Étant données (/•-+- i)(/w — /•) 4- I équations linéaires «t homo- 
gènes entre les déterminants du système (i), on ne peut, en jiçénéral, en 
déduire aucun système de valeurs pour les rapports de ces détermi- 

I ) On remarquera que, si l'on considère les deux formes involotives sy^métriqoes 
relatives au système linéaire (4) et à son conjugué (5), toute relation 

«l>(.^^r^ ...,.)-*) n=o ou "(.>^•^^.>^•^^ ..Mr"*) = «, 

où les j», ; ', ... tJ'^iX' ^') • • • iJ"^ ont des valeurs données, constitue une condition linéaire 
entre les déterminants du système (1). 

(-) Franz Mbyeb, ApolarUàt luid rationale Ciuven, p. 391 (Tiibingen, i883). 
») Dans les Mitt/feilungen der \fot/tem, Gesellschaft in Hamburg (n** 4, p. 87; 1884 ). 
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oants, de sorte que, dans ce cas, la seule solution permise est de sup- 
poser que tous ces détermioaDts soient égaux à zéro. 

Par contre, pour que les .Xr-f-i m — X'^ + i équations données 
soient compatibles avec le système de relations qui lient entre eux les 
déterminants du système (i;, il faut que les coefficients des équations 
en question satisfassent à une certaine relation, dont le degré, par 
rapport aux coefficients de chacune de ces équations, doit être égal à 

N(/.- — I, /w — /{}. 

Supposer que le déterminant fonctionnel des k + i formes binaires 

soit identiquement nul revient évideramentàdonnerfX-f-i}^/7i — X-^ -hi 
équations linéaires entre les déterminants du système (i). Maintenant 
c'est un fait de la plus haute importance, que ces ^A- -^i][m — k] 4- 1 
équations ne peuvent être satisfaites autrement qu'en supposant que 
tous les déterminants de la matrice (T; soient nuls. Nous avons, en 
eiïety ce théorème : 

Le déterminant fonctionnel 



V -.- ^Jl ^'/. 



Ô'J, 



ÔJ'\ ô.i \ ' ri./'t d''^ 

de k -^ i formes binaires d'ordre m m :: /• . 

,/«> ,/i» • • • » ,/a-> 

ne peut être identiquement nul que dans le cas où les k -\-i Jormesj^ sont 
liées entre elles par quelque relation linéaire. 

Ce théorème n'est qu'un simple corollaire de cette proposition fon- 
damentale^ que si k-\- v fonctions /o,/,, • —^ fk d'une variable x sont 
telles que le déterminant 

./o 



A 



h 



du 
dx 


d'-U 
dx- 


d'U 
dx'' 


d.h 
d.r 


d'A 
dx^ 


d'A 
dai' 




• • • a ■ 

d\f, 


• m • • • • 



fl.V 



r ■ 



d^k 
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soil identiquement nul, ces /• -f- 1 formes doivent être liées entre elles 
par une relation linéaire et homogène à coefficients constants (*). 

On remarquera que, réciproquement, la condition nécessaire et suf- 
fisante pour que^-hi formes/o./,, ...,yÂ, d'ordre /w 5^, soient liées 
entre elles par quelque relation linéaire, consiste dans Févanouissement 
identique du déterminant fonctionnel de ces k -h i formes. 

En d'autres termes : 

La condilion nécessaire et suffisante pour qu'une forme involutive 
symétrique 

soit identiquement nulle consiste dans l'évanouissement identique de son 
covariant principal 



IV- 
Sur les formes a^' conjuguées à une forme ^.r^' donnée {m>A). 

14. La uoûon des formes conjuguées relative à deux formes binaires 
du même ordre (n^'S), notion dont nous avons déjà fait un grand 
usage, est susceptible d'une extension importante. 

Ainsi, élant données deux formes y = a^' et A — A^^'(/w > A -h i), 
nous dirons que la forme f= a"' est conjuguée par rapport à h = h^J^^ 
dans le cas où la forme 

est identiquement nulle, de même que nous avons employé cette ex- 
pression pour le cas oi\ m= k-h i. 



(^) Des démonstrations do cette proposition, indépendantes de la théorie des équations 
différentielles linéaires, ont été données par MM.Brioschi {Théorie des déter minants, p. 8a; 
i854 ), CiiRiSTOPFEL [Jomnal Je Crcile, t. 55, p. 281 ) et Frobenivs ( Journal de Borchardt^ 
t. 76, p. 238; 1873 )- — f^oir aussi Baltzkr : Théorie und Jnwendungder Delerminanten 
(5* édition, p. 78; 1881) et Pasgh : Note ùber die Déterminante^ etc. [Journal de Bor- 
chrnrdt^ t. 80, p. 177; 1875). 

S. 5 
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Lorsque la forme (/, A)/t^, est idenliquement nulle, on a 

quelle que soit la forme X = X^'"^"'. Réciproquement, si cette dernière 
relation est satisfaite, quelle que soit la forme X, on doit avoir aussi 

quel que soit x. On voit par la que les formes/^ a'^\ conjuguées à une 
forme h = h^^^ donnée, sont caractérisées par celle propriélé, d'être 
conjuguées par rapport à toules les formes d'ordre m divisibles par 
A*^*. (On démontrerait de même que les formes /=aj en question 
sont aussi conjuguées par rapport à toutes les formes, d'ordre inférieur 
à/n, divisibles par A). 

D'après cela, le système linéaire composé par les formes d*ordre m, 
conjuguées à une forme h = A*^* donnée [m^k), coïncide avec le con- 
jugué du système linéaire composé par les formes d'ordre m dimiblesparh. 
Ce dernier système contient m — ^formes linéairement indépendantes, 
de sorte que le nombre des formes d'ordre m conjuguées à / (et linéai- 
rement indépendantes entre elles) doit être égal à ^ + i . 

15. Lorsqu'une forme /= a^*est conjuguée à (^j)*'*'', on doit avoir 

quel que soit a;, et réciproquement. En d'autres termes, pour qu'une 
forme/= assoit conjuguée à {ooyf*-*, il faut et il suffît que toutes les 
dérivées d'ordre /w— ^— i de / s'annulent pour la valeur y de x. 
Ainsi : 

Les seules formes d'ordre m conjuguées à [xyf^\ cesl-à-dire conju- 
guées à toutes les formes d^ ordre m divisibles par (x/)*"^' , sont celles 
divisibles par (^J )"*"*. 

Cette proposition permet de se rendre compte comment deux sys- 
tèmes linéaires de formes binaires d'ordre m 

(4) ^ Wi)+>^i./i-^---^ >'^/>t 
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et 

conjugués entre eux, ont les mêmes déterminants fonctionnels (n** 11), 
c'est-à-dire comment les points (^ + i)"p*** du système (4) coïncident 
avec les poinls (/w — ^)°p'^* du système conjugué (:)). En effet, si Ton 
suppose que («t^/^^X^"*"' soit une forme du premier système, il est 
clair qu'on pourra toujours déterminer une forme, d'ordre m et divi- 
sible par (a^)"'"*» qui soit comprise dans le second système linéaire, 
puisque cette forme, étant déjà conjuguée à (a?/)*"-* X'"*"' t n'aura plus à 
satisfaire qu'à k conditions linéaires indépendantes. 
On démontrerait de même que : 

Lorsque le système linéaire (4) contient i formes divisibles par {ocjY'^^ 
où k' ^i^ k^ le système linéaire conjugué ( 5 ) doit contenir i-^k! -- k 
formes y divisibles par (^vj"*"^ (^ ), et réciproquement. 

Cette proposition, appliquée aucasoù i = i, ^'= ^4- 1 et au cas où 
1 = 2, k'=k — ij conduit à de nouvelles propriétés des deux inva- 
riants, dont il a été question à la fin du n^ 11, propriétés qui permet- 
tent d'obtenir l'expression de ces deux invariants. 

16. Parmi les formes d'ordre m conjuguées à A = A^^* se distinguent 
les A: -h X formes {xy)"^ correspondant aux divers facteurs linéaires 
[xy) de h. Dans le cas où les facteurs linéaires 

de A sont tous distincts entre eux, l'expression 

représente l'ensemble des formes d'ordre m conjuguées à A ('). 



(1) Cette proposition n'est qu'un cas particulier de cette autre : Lorsque le système 
linéaire (4) contient i formes, linéairement indépendantes, qui soient divisibles par h^^^ 
{ou qui soient conjuguées à une même forme d^~^'), où k'-h i > /•, le système conjugué {5) 
doit contenir / h- A-' — A- formes, linéairement indépendantes entre elles, qui soient conju- 
guées à /ix"*"* i^f* q^i soient divisibles par d'Jl~^''). 

(*) Il est à remarquer que si l'on part d'une forme f = ay conjuguée à /ij"*"* {m > A), 



3a C. STÉPHANOS. 

Il résulte de celle propriété que la forme im^olulwe symétrique rela 
twe au système linéaire des formes f=z a^', conjuguées à la forme 

est 



(F) 



A(.r", .r»,...,.r'')A( r», rS...,r^) 



. De même, la forme involutive symétrique relative au système linéaire 
conjugué f composé par les formes d'ordre m divisibles par h, sera 

On remarquera que les deux expressions (F) et (G) précédentes, 
mises sous forme entière, doivent constituer les formes involutives 
relatives aux deux systèmes linéaires considérés, même dans le cas où 
la forme A aurait des Jeteurs linéaires multiples (*). 

En posant a^ = .r' = . . .= ,t* — »r dans la forme (F), multipliée par 
un fadeur numérique convenable, on obtient, d'après le n® 11, le 
même résultat qu'en posant ^^'^^ = ,r^"^' = , . . r= .r"' = x dans la 



on aura, pour déterminer les coefficients X/ qui figurent dans l'expression 

fm n\^ ~ \ ( .r jo /« -h >.i ( xr^ )'" -h . . . -+- //• ( xy^ )'" , 
les X -t- 1 relations 

où nous avons posé 

hi(r)= /ijy :^(rroUiTM...r rv -i)( n'^' )...f n^). 

(M La valeur de l'expression (F), en fonction des coefficients des deux formes 

g = n(.r.rO et h = ne .r r'). 

peut être mise sous la forme d'un déterminant d'ordre /// -— A-, dont les éléments sont des 
fondions linéaires, aussi bien des coefficients de la forme ^ que de ceux de la forme //. Les 
divers éléments de ce déterminant ne sont autre chose que les coefficients de la forme dou- 
blement binaire 



\m 



L'évanouissement identique de tous les mineurs d'ordre /;/ — / — / — i de ce déterminant 
fournit l'ensemble des conditions qui doivent avoir lieu pour que, parmi les formes 
d'ordre m divisibles par g (ou par //), il y en ait i qui soient conjuguées à h (ou à g) 
[comparez la note du n° 15). Dans le cas où m = /,-+- 1, oe déterminant est égal à {gh),n. 
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forme (G). Gomme maintenant ce résultat est égal à la puissance 
{m — ky^^^ de h[x), on voit que les seules/ormes (^j)*^* qui entrent en 
facteur dans quelque /orme /== a"' conjuguée à A = A*^' correspondent 
aux /acteurs linéaires [xy)de h. 

17. Voici maintenant quelques résultats relatifs au cas où la forme 
h = A^*^' aurait des facteurs linéaires multiples. 

Lorsque la /orme /= a'" est conjuguée à 

h — /4^» :=z (.r>'0)'>» (a?r*)j'.-^* . . . , 

où les j". /*, ... sont différents entre eux^ elle peut toujours être repré- 
sentée, et cela d'une manière unique, par une expression de la /orme 

oà X, X', ... désignent des /ormes d'ordre /g, i, , ... convenablement 
choisies. 

Dans le cas oà la /orme /=^ a"' nest conjuguée par rapport à aucune 
forme qui soit un diviseur de A, les /ormes )., //, ... doivent satis/aire aux 

conditions 

X(j«)^o, X'(v»)^o, .... 

Si, au lieu de partir de la /orme h, on partait d'une autre /orme di- 
visible par h, mais qui ne soit pas d'ordre supérieur à m -f- i ( * ), on se- 
rait conduit à une représentation de/= a'", laquelle coïnciderait terme 
par terme avec la représentation obtenue en partant de la /orme h. 



(^) Si je dis « pas supérieur à /;i + i > et non a pas supérieur à /// », c'esl parce quMl 
se trouve que : Éta/U donnée une forme binaire d'ordre ni -+- 1 

toute forme binaire f = r/'" peut être repre'aentée dUine manière unique par une expres- 
sion de la forme 

j = a'/r' = ( .rr» )"*-'<» Ai H- ( Jrr^ )"»-'i A^* -f- . . . , 

pourvu que les y^. y^^ ... soient tous différents entre eux. 

J'ajouterai que le problème de la détermination des formes a, >.', . . . revient au problème 



34 C. STÉPHANOS. 



V. 
Sur les formes d^~* apolaires à une forme donnée a'^ 



m 



18. On appelle />oZa£rc d'une forme c^ par rapport à/= a^{m^t) 
la forme 

Par contre, on dit, avec M. Reye, qu'une forme d"^'^ est apolaire par 
rapport à/= a^', lorsque la polaire 

est identiquement nulle, c'est-à-dire lorsque la forme/est, d'après l'ex- 
pression dont nous nous sommes servi dans le paragraphe précédent, 
conjuguée à rf^'"' (*). 

Une forme rf'""' apolaire à / est conjuguée par rapport à toutes les 
polaires (ac/a^/ '^ correspondant aux diverses formes c^. La relation 

(acy{ady''-^—o 

n'est, en effet, qu'une conséquence de 

Il est clair que, réciproquement, si une forme rf'""'est conjuguée 
par rapport à toutes les polaires (ac^a'" '» ®ll^ ^^^^ ®^re apolaire par 
rapport à/. Ainsi donc : 

Le système linéaire composé par les formes d* ordre m — t apolaires 



\m 



de la décomposition de la fonction rationnelle ' ;;,_l_^ en une somme telle que 

"y 



n. 



l^'y ^ l'y 



Foir, pour le cas où /<) = /j = . , . = o, notre notice : Sur fa décomposition en fractions 
simples d'une fonvtion rationnelle homogène, § I {^Bulletin des Sciences mathématiques, 
a* série, l. VUI, p. 120-144; 1884). 

(1) Pourtant M. Reye emploie aussi Texpression de a formes apolaires » pour désigner 
les formes que nous avons appelées conjuguées. 
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à/= aj, est le conjugué du système linéaire composé par les diverses 
formes polaires {acya'^"^. 

D'après cela, on voit que si les polaires (oc/a^"' forment un système 
linéaire à t' paramètres (^'5/w — /), il faudra que, parmi les formes 
rf^~' apolaires à /, il y en ait /w — / — i' qui soient linéairement indé- 
pendantes. 

Lorsque la forme rf^~'esl apolaire a/, toute forme d'ordre infé- 
rieur (ou égal) à m divisible par rf^"' est aussi apolaire (ou conju- 
guée) par rapport à/(n® 14). C'est là une remarque fort simple, mais 
dont nous aurons à faire d'importantes applications par la suite. 

Dans l'étude des formes rf^*~^ apolaires à /— a^, nous devons natu- 
rellement comprendre aussi les formes d'ordre m{t = o) conjuguées 
à/, dont les propriétés sont en tout point analogues à celles des 
formes apolaires. Mais, pour éviter les doubles énoncés, il convient 
d'étendre la dénomination des /ormes apolaires au cas des /ormes con- 
juguées d'un même ordre, 

19. Les formes polaires {acja"^'^ coïncident évidemment avec les 
diverses combinaisons linéaires des t + i formes 

^ dx\ * àj:\ * dx^ ' dx\^ 



Lorsque la forme / est quelconque, les ^-i-i formes (7) doivent 
être linéairement indépendantes entre elles, tant que t ^ — • Ainsi, dans 

le cas où t^—i les polaires [acYa"^'^ forment, en général, un système 

linéaire à t paramètres. Par contre, dans le cas où / > — > l'expression 

(ac)'a^'~" comprend it^ m formes identiquement nulles, de sorte qu'elle 
peut représenter toute forme d'ordre m — /»et cela pour plusieurs va- 
leurs de c^. Dans le cas intermédiaire où, m étant pair, on a ^ = — » 

la forme {acYal'^ peut encore représenter toute forme d'ordre m — r, 
mais pour une seule valeur de c^. 

De cette manière, parmi les formés involutives symétriques 



^t-k i{X,X^...,X) — 



M {w , •A' , • • • ■ JC 1 
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relatives aux / 4- 1 formes 



..,.. m — t\ d^f , ,, 



il n'y a que celles correspondant à des valeurs de / supérieures \\ — > 

qui soient toujours identiquement nulles. Au contraire, les formes 4>f+,, 

pour lesquelles on a/^— > doivent ne pas être identiquement nulles 

dans le cas normal, c'est-a-dire tant que la forme/ ne satisfait pas à des 
conditions particulières. 

Le nombre des formes <I>f4., correspondant ainsi à z^— est égal à 

|UL4- 1, aussi bien dans le cas oii//2 = afx que dans le cas où m = sfji-h i. 

La première de ces formes $, n*est autre chose que la forme/. Quant 
h la dernière ^^^k, elle constitue un invariant de /dans le cas où 
m = 2jx, tandis que, dansie cas où m = 2jx-h i, elle ne contient cha- 
cune des variables x^, x\, . .., x^ qu'au premier degré. 

L'ordre de la forme <ï>^^i(/^y) par rapport à chacune des séries de 
variables x^y x\ . . ., a?' est égal à /w -— 2/. 

20. Dans le cas où la forme y =V^* est quelconque, il ne doit pas 
exister de formes d'"'^ d'ordre m — t^-^i apolaires à/. Par contre, 

sim — />— > il doit y avoir m — 2/ formes apolaires à/ linéairement 

indépendantes entre elles. 

Lorsque m est impair, égal par exemple a 2jj. + j, il n'y a, en 
général, qu'une seule forme d'ordre jui-f- 1 qui soit apolaire à/; c'est 
la forme représentée par 

D'autre part, si m= a/x, les formes d'ordre /x-h i, qui sont apo- 
laires à/, forment, en général, un faisceau; pour que, dans ce cas, il 
y ait quelque forme d'ordre jx apolaire à/ il faut que l'invariant ^^.^.i 
soit nul. 

21. Considérons maintenant la suite des formes involutives symé- 



triques 
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ii,^t {x'^\ ^•'+«, .... x'"-') (o < f < 'J) 
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corresponflant aux divers systèmes linéaires composés par les formes 
d'ordre m — l apolaires par rapport à/. Comme les formes d'un pareil 
syslème linéaire sont conjuguées aux formes (7), il est clair (d'après 
le n** 8) qu'on peut supposer la forme îî^^., égale à 



Ûm^ 



Ao 
A, 



XJL| « • . A ( 

Aj ... A/+1 



• • •• ••■ ••• 



A, A 



i-i-i 



... XX 



2/ 



étant posé 



ajct-i-icijct+t, . .ajpiH-ta^' zzz ^ {^J) Aj x^'-^ ^i* 



Il est aisé de voir que cette même forme est égale à 



û/-Hl^ 



{aa'yiaa'y, . .(a('-») (atO)«n aa:.«l.. . .a^'. 



(^-+-1)1 

{i z= ù-^-i, ^ -f- 2, . . ., m — t), 



OU 



/ 



Ujf €*j; . . . 






On remarquera que la forme Î2, est égale à 



ii|i^ Ux^dx^' • •^*"*ï 



tandis que la forme i\^x ^^t proportionnelle à 



dans le cas où m = 2]x -h i . 

A côté des formes i^^^^ il convient de placer» dans le cas 011 m 
l'invariant 

qui est égal, à un facteur numérique près, à ^^^i. 

S. 6 



= 2/JL, 
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L* ordre defif^.,, par rapport à chacune des m — 2/ séries de yaria- 
blesa:^', o;'"^*, ..., a;*^, est égal à /-h i. 

22- Lorsqu^on pose x^=z x^ = ...=^ af= x dans la forme $,^,, 
supposée multipliée par un fadeur numérique convenable, on obtient 
le même résultat qu'en posant a^"^' = j:?'^* = ...= j:*-'=ra? dans la 
forme û,^, {u"ll). 

La forme, à une seule série de yariables. 



Fi^i — 



I-+-I 



[ 



(m— aQl l'^-' 
m! J 



îf"/ 



à^f 






dxî'-*dj, dJÎ'-*dxî 



d»'/ 



d»'/ 



(< + i)l 



(art')*(aa')«. . .(a<'-«»af")*aî-*'a'r-*'. 



d"/ 



dx',-' dx;-' 



#'/ 



t< 



l^xj 



rm-ti 



qu*on obtient ainsi, n'est autre chose que le déterminant fonctionnel 
des / -M formes ( 7 ). 

La forme F, est ainsi égale à /, la forme F, égale a la hessienne 
{{/$/)t àe /, et ainsi de suite. Enfin la forme Fp^.« est égale à Q^^^ 
(si m = ap, ou m = a/x-^ 1). 

D'après les propriétés des déterminants fonctionnels, rappelées au 
n® 13, Tévanouissement identique de la forme F,^i, qui est d'ordre 
(/+ i)(m — a/), doit constituer la condition nécessaire et suffisante 
pour que les formes (7) soient liées entre elles par quelque relation 
linéaire. 

Comme l'évanouissement identique de F,^, entraine l'évanouisse- 
ment identique des formes $f^, et û,^,, et réciproquement, on peut, 
toutes les fois qu'il s'agira de l'évanouissement identique de la forme 
$f^, ou de la forme û^^i, parler simplement de l'évanouissement iden- 
tique de la forme F^^i correspondante. 

On remarquera que l'évanouissement identique de la forme F^^, a 
pour conséquence l'évanouissement identique de toutes les formes F^ 
Ff-K^a, .... Fpu.,, dont rindice est supérieur à / -f i. 



r-Hj> 
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VI. 

Examen du cas où F;t+i = o, ¥k^o. 

9 

23. Tant que le covariant Fa^-^ (^= — ) de / ne devient pas identi- 
quement nul, il ne peut exister aucune relation linéaire entre tes ^ + 1 
formes 

relation à laquelle correspondrait une forme r^, telle que 

De là découlent ces deux conséquences : i^ qu*il n*existe, dans le cas 
considéré, aucune forme, d'ordre égal (ou inférieur) à A-, qui soit apo- 
laire à/; 2° que le nombre des formes rf^'"*, linéairement indépendantes 
entre elles, qui sont apolaires à /, est égal à m — nk, de même que 
dans le cas normal. 

Maintenant, /{/arnV^ que la forme F^t^., soit identiquement nulle, sans 
qiCilen soit de même pour la forme Fa, il faut qiCily ait au moins une 
forme /^, d* ordre k^ apolaireàf mais il ne pourra y avoir aucune forme, 
d'ordre moindre que ky qui soit apolaire àf{ * ). 

D'autre part, le nombre des formes d^~^ d'ordre 

m — t=:m-—k-hi, m — k-\-2f ..., m — i, m (X:>^>o), 

apolaires à/, doit être, dans ce même cas (F^^-i = o, F^^o), le même 
que dans le cas normal, c'est-à-dire égal à 

m — a^ = in — 2^:4-2, m — 2A:-i-4, ...» m— 2, m, 

respectivement. 

(1) Réciproquement : pour que, parmi les formes apolaires à /, il y en ait qui soient 
d'ordre ^ = 7-' sans qu'il y en ait qui soient d'ordre moindre, il faut et il suffit qu'on ait 

Fjhf-|=:0, Fitpf o. 
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24. Une fois que Ton admet l'existence d'une forme r^^yk^—h 
apolaire à/, on doit en conclure que toutes les formes d'ordrem — /^/n, 

^K- "i m—k—t 

qui contiennent r^ en facteur, sont apolaipesk/(n** 18). Or, comme le 
nombre des formes, linéairement indépendantes entre elles, comprises 
dans l'expression r*X^"* "^ est égal à m — ^ — / -f- 1, on voit que, dans 
le cas où t = k — î^ ce nombre devient égal au nombre des formes 
d'ordre m — / = m — ^+1 qui sont apolaires a /. Cela nous montre 
que les seules formes d'ordre m— k-hi qui soient apolaires à /dans 
le cas considéré sont celles qui contiennent en facteur la forme r*. 
De là découle la proposition importante suivante : 

Dans le cas où la /orme Fa+.| csl identiquement nulle ^ sans qiCil en soit 

de même pour Y k [k^ — )> il n'existe quune seule forme 7^, d'ordre A, 

qui soit apolaire àf. Déplus, les seules formes rf^'~^ oà 

k<,m — t^m — Ar-Hi, 

qui soient y dans ce même cas, apolaires à f sont celles divisibles par r^ . 

Prenons, en effet, au hasard, une forme rf^"^ d'ordre m — t^k (où 
t^k — t), qui soit apolaire à/. Toutes les formes, d'ordre m — A4- i, 
comprises dans l'expression rf^'^X^"**^*, seront apolaires à/. Or nous 
savons que toutes les formes d'ordre m — â: -4- i , apolaires à/, doivent 
être divisibles par la forme r^; il faut donc que toutes les formes 
^^"04"*** précédentes soient divisibles par r^, quelle que soit la forme 
V~^\ ce qui ne peut évidemment avoir lieu que si la forme rf^"' est 
divisible par r^. 

25. De ce qui précède il résulte que, dans le cas où 

Fa+.i=0, F;t^0, 

les divers systèmes linéaires, composés par des formes d'ordre 
m— t^k apolaires à/, se classent en trois catégories, suivant que le 
nombre m — / est inférieur, égal ou supérieur à /w — A 4- i. 

Le système linéaire correspondant à/w — /=:m — A4-1 se rap- 
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proche, par ses diverses propriétés, plutôt des systèmes linéaires cor- 
respondant àm— /<m — ^4-1. Pourtant, il présente cette propriété 
commune avec les systèmes linéaires correspondant à m — />7W— A-hi 
que le nombre des formes linéairement indépendantes qu'il contient 
estle même que dans le cas normal, propriété qui se traduit en ce que 
la forme involutive ù^ correspondante n'est pas identiquement nulle. 

Comme le système en question est composé par toutes les formes 
d'ordre m — ^ 4- r divisibles par r^, on voit que : 

Dans le cas où F/^^i = o, Fat^ o, la /orme involutive û^ est égale à 

OU r[x) représente la seule forme d'ordre k qui soit apolaire à f dans ce 
cas. La forme Fa doit aussi être égale à la puissance (/n — nk-^ ^f^^ 
der[x) {'). 

26. Les systèmes linéaires composés par les formes d'ordre 

m— f^ m — A-H-i, 

apolaires par rapport à/, jouissent de propriétés tout à fait diflerentes 
de celles des systèmes linéaires correspondant à /n — /^w — A-hi, 
que nous venons d'examiner (n^' 24 et 25). 
Et d'abord nous allons démontrer que : 

Dans le cas où F^^i = o, F^p^ o, les formes d'ordre m — t^m—k-^i 
apolaires à f ne peuvent admettre aucun facteur linéaire en commun^ 

Supposons, pour un moment, que toutes les formes d'ordre 

m — i5>/n — ^-+-1, 

apolaires à /, soient divisibles par [xy). La forme [ocyY^''^ étant con- 
juguée par rapport à toutes ces formes, serait égale à la polaire 



( *) Je noierai ici que, dans une récente Note, Zur Tlicone der hinàren Formcn (Gôltinger 
Nachrichten, p. Ii5-i2i; avril i883), M. Gundelflnger a énoncé, sans démonstration, une 
proposition qui revient à ceci : a Lorsque le covariant Fam-i de /est identiquement nul, sans 

que Fa- f A: — I < - J le soil, cette dernière forme F* est égale à la puissance (/« — 2 A:-4- a )'* 

d'une forme binaire d'ordre /•, apolaire par rapport à /. » Cet énoncé comprend aussi le 
cas, examiné au n*20, où /w = ap h- i, k — \L'\- \, 



leme 
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(acycS^^ de quelque forme c^ paV rapport à/, q"" 18 .De cette manière 
on aurait 

quel que soit or, ce qui signifie que la forme xr r^« qui est d*ordre 
/ + i<Cit« doit être apolaire à jf. Or cela est impossible, puisque la 
relation Fap^o exclut Texistence de formes apolaires àydont Tordre 
soit inférieur à it (n^^3}. 

La supposition dont nous sommes parti est donc également impos- 
sible. 

27. Considérons maintenant, à côté de la forme r^, qoi est la seole 
forme d'ordre k apolaire à/^ dans le cas considéré, une antre forme i^. 
d*ordre / = m — it -r- 2, qui soit apolaire zf^ sans être divisible par /^. 

On voit, d'abord, que toutes les formes d*ordre /. comprises dans 
Texpression 






(où f/^ désigne une forme arbitraire d'ordre /-- it. et p on paramètre 
arbitraire^, sont toutes apolaires à/l Or. comme la forme s n*est point 
divisible par r. il faut bien que le nombre des formes, linéairement 
indépendantes entre elles, comprises dans Texpression précédente, soit 
égal à /— it — a, c'est-à-dire égal au nombre m — ait -h 4 des formes 
d*ordre /= m — it -f- 2 apolaires àyi 

L*expression précédente comprend donc toutes les formes d*ordre 
/ = m — i -r- 2 apolaires à /! Cela montre qoe lafonne s ne peui avoir 
aucan /acteur linéaire en commun avec r. d*aprës la proposition da 
noméro précédent. 

Envisageons maintenant, plus généralement, les formes d'ordre 
m— l>m — it-f-i contenoes dans Texpression 

(où p et 7 désignent deux formes arbitraires d'ordres m — i — i 
eim^i — i^ et qui sont tontes apolaires à/. Poisqoe les deux formes r 
et s n'admettent aucun facteur linéaire en commun, il faut bien que 
le nombre des formes linéairement indépendantes, comprises dans l'ex- 
pression précédente, soit égal à m -- 2/ ^ro£r le n"* 35 , c'est-à-dire juste 
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égal au nombre des formes d'ordre'/n— ^> m — *-+- 2 qui soient 
apolaires à/dans le cas considéré (n^ 23). 

En résumant ce qui précède, nous obtenons cette proposition : 

Si Von représente par r la seule forme d'ordre k qui soit apolaire àf 

dans le cas ou Fa+i = o, Fjj^ oik^ — \i et par s une forme d'ordre 

l=m — k-h 2 qui soit apolaire àf mais qui ne soit pas divisible par r 
[et qui naity par conséquent y aucun facteur linéaire en commun avec r), 
l'expression générale des formes d'ordre /n — ^>m--A-Hi(/^o), 
apolaires à f sera 



aJ-'-*r — pî"'-'*. 



28. Des faits analogues aux précédents (n^ 26, 27) ont lieu dans le 
cas normal où aucune des formes Fa, F3, ..., Fpt+i n'est nulle. Ainsi, 
nous avons encore cette propriété fondamentale que les formes d^ ordre 

m — f^ —} apolaires à f ne peuvent admettre, dans le cas normal 

(Fjt+< 7^ o), aucun facteur linéaire en commun. De là découlent les pro- 
priétés suivantes : 

Soitf d' abords m = ix^-h i et ¥^^^ ^ o; désignons par r la forme 
Fii-Hi ^^ prenons pour s une forme d'ordre fi -+- 2 qui soit apolaire à f sans 
être divisible par r [et qui naity par conséquent, aucun facteur linéaire en 
commun avec r). L'expression générale des formes d^ ordre m — / > /x 4-1 , 
apolaires àf sera 

Sif au contraire, m = a/x et ¥^^ ^ o, nous aurons à prendre r et s 
parmi les formes d'ordre fx -M apolaires à f de sorte que, ces deux 
formes, étant supposées distinctes, ne pourront avoir aucun facteur linéaire 
en commun. L'expression générale des formes d'ordre m — t^[i apo- 
laires à f sera ainsi 

29. Les formes ret5, considérées dans ce qui précède [n^ 27, 28), 
peuvent être deux formes quelconques d'ordres k et /, assujetties 
seulement à la condition de n'avoir aucun facteur linéaire en commun. 

Il est, en effet, aisé de|reconnaitre que, étant données deux formes r^ 
et s'j n'admettant aucun facteur linéaire en commun, il existe tou- 
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jours une forme unique/= a'"/ d'ordre tw = A -f- / — 2, qui soit con- 
juguée à chacune des deux formes r et 5 {voîrn^ 41). Par la suite, nous 
aurons l'occasion de nous rendre compte du rôle que joije la forme 
/=al\ ainsi déterminée, dans la ihéorie de réiiminalion. Pourtant il 
convient de remarquer, dès à présent, que, 5/ l'on suppose k^l, il ne 
pourra pas y avoir de formes d'ordre moindre que k, qui soient apolaires 
à la forme f^^ (^x^~^ définie par les relations 

En effet, si Ton supposait qu'une forme r', d'ordre moindre que *. 
fût la forme d'ordre minimum apolaire à/, il faudrait que les deux 
formes r et 5 fussent divisibles par f (n^* 23, 24), ce qui ne peut pas 
être. 

30. D'après ce qui a déjà été exposé (n°' 16, 17), l'utilité de la 
considération des formes rf^"^ apolaires à une forme donnée/=a^, doit 
être grande dans la question de la représentation de la forme/par une 
somme de m — r puissances /n*^"™**, ou, plus généralement, par une 
expression 

(8) (a?x<>)"»-<oX»« -+- (a;/i )"»-'. X;;« -h . . . , 

OÙ 

£(/-+- 1)11= m — t^ 

les j®, y\ ... étant supposés différents entre eux, et les formes X, 
X^ ... satisfaisant aux relations 

En effet, pour que la forme/ =:^ a^ puisse être représentée par une 
expression telle que (8) et satisfaisant aux restrictions indiquées, il 
faut et il suffit que la forme 

soit apolaire à/, sans qu'elle soit divisible par aucune forme d'ordre 
moindre apolaire à/. (Si cette forme n'a que des facteurs linéaires 
simples, on aura 1^ ==£, = ... — o, et l'expression (8) précédente sera 
la somnie de m - ^ puissances rn^^^^.) 
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Los développements qui préccdent nous apprennent que dans le cas 
normal (où Fji+,^o), il y a toujours une infmilé (w — 2/— i)"p'* de 

formQs d'ordre //? — / > — qui soient apolaires à /sans être divisibles 

par aucune forme, d'ordre moindre, apolaire à /(n"' 20, 28). La repré- 
sentation de/=: a"^ par une expression telle que (8) est donc toujours 

possible, dans ce cas, pourvu qu'on ait/w — r> — • 

Maintenant, pour le cas où Fa+, = 0, Fyt^o(X:<~j> nous avons 

les résultats suivants, relativement aux formes d'ordre m— t^k qui 
sont apolaires a y, sans être divisibles par aucune forme d^ordre 
moindre : i^sim — f^ m — k-h \, il v a une infinité {m—ut— i)"i*'*' 
de pareilles formes; 2** si 

ij n'existe aucune forme d'ordre m— t ayant les propriétés requises: 
et 3** il y a une seule forme d'ordre m — t^=k qui soit apolaire à/, 
mais il n'existe aucune forme d'ordre moindre ayant la même propriété. 
Ainsi donc, dans le cas où Fyt+, = o, Fj^tz^o, la forme/= a"' n'est 
susceptible d'une représentation telle que (S), et satisfaisant aux res- 
trictions mentionnées, que si 

OU bien si 



(*) Il serait superflu de citer ici les travaux, très connus, des divers auteurs qui, d'après 
M. Sylvester, se sont occupés de la représentation de la forme f=a^ par une sonnme 

de w — /^— puissances w*^**. Je noterai seulement que c'est M. Gundelfinger, dans sa 
Note citée plus haut, qui a indiqué le premier quelles sont les conditions nécessaires et suffi- 
santes pour qu'une forme /=^7S^ puisse être représentée par une somme de Al — puis- 
sances m*^^, et examiné les modifications que subissent les énoncés dans le cas où la fqrme r, 
défmie par la relation r"»-**^* ~ lPk9^o (Fjt-hi = o), admet des facteurs linéaires multiples. 



S. 
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VII. 

Propriétés ultérieures des systèmes de formes d'ordre m — t 

apolaires à f^a'^. 

31. Complétons mainlenant l'élude des divers systèmes linéaires 
composés par les formes d'ordre m — t apolairos ay= a^. 

Nous savons que, dans le cas normal, il n'y a point de formes d'ordre 

m — t^— apolaires à /, tandis que le nombre des formes d'ordre 

m^ ty>^ apolaires à/est égal a m — 2/ (n*^ 20). Cependant, lorsque 

la forme f=ax satisfait à des conditions particulières^ il peut se faire 
que le nombre m — k — t-{- i^/n— / des formes d'ordre m — t apolaires 
à f soit plus grand que dans le cas normal^ cest-à-direà la fois supérieur 
à zéro et supérieur àm — !it. 

Les résultats des n"* 23 et 24 nous apprennent que, dans ce cas, on doit 
avoir Yk^% = o, Fj^t^ o, de sorte que toutes les formes d* ordre m — t 
apolaires à f seront divisibles par une même forme d'ordre k^o, laquelle 
doit coïncider avec F unique forme apolaire à f dont V ordre soit mini- 
mum {* ). On remarquera que, dans ce cas, on doit avoir k < 



32. Passons maintenant à Texamcn des systèmes linéaires composés 

par les formes rfj!*"', d'ordre m — / > — apolaires à/, dans le cas où, le 

eovariant F^^., de/n*étanl pas identiquement nul, le nombre des formes 
en question, linéairement indcpendanles entre elles, est le même que 
dans le cas normal, c'est-à-dire égal à m — 2/. 

On voit, tout d'abord, que si l'on considère une forme arbitraire 
e" '^ , d'ordre égal ou inférieure /w — /, il ne doit exister, en général, 
aucune forme rf^' apolaire à/, qui soit divisible parc^^"'"' dans le cas 
où /w~ //i'>/n — 2/ — I, tandis que, dans le cas où/n — m'^/n — 2/— i. 



( ' ) Proposition communiquée par Tauteur a la Société mathématique de France dans 
la séance du ao décembre 1B80. 
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le nombre dés formes d'2~^ apolaires à/et linéairement indépendantes 
entre elles sera égal à /n' — it. 

Au contraire, il peut se faire qu'en choisissant convenablement la 
forme ^~"*\ le nombre des formes d'ordre m — t apolaires à/et con- 
tenant €^, "*' en fjicteur soit, à la fois, supérieur à'zéro et supérieur à 
m' — 2.1, 

Comme exemple de pareilles formes e'jî"'"' exceptionnelles, nous avons 
à citer, tout d'abord, les formes d^~"'', d'ordre égal ou inférieur h 
///— /, apolaires à/ Ainsi, comme toute forme d'ordre m — t divisible 
|)ar d'"r"'' est apolaire à/, nous aurons un nombre (positif) 

m' — ^ H- j > /?«' — 2C 

de formes, linéairement indépendantes entre elles, divisibles par ^Z^' '", 
qui seront apolaires à/ 

En partant des formes, d'ordre égal ou inférieur km — /, apolaires à 
/, on peut trouver d'autres formes e'" "*\ d'ordre inférieur à m — /, qui 
entrent comme facteurs dans un nombre positif et supérieure m'— 2/, 
de formes rf^'"' apolaires à/ 

Considérons, par exemple, une forme 

d'ordre égal ou inférieur à m — /, qui soit apolaire à/, et supposons 
que le facteur e'"~"' de cette forme soit d'un ordre tel que Ton ait 

o<A'</-i-i. 

Comme toutes les formes d'ordre //i — / divisibles par er doivent êlrc 
apolaires à/, nous aurons m' — A:' — / + 1 > a formes, linéairement in- 
dépendantes entre elles et divisibles par e^"'"*, qui seront apolaires à/. 
Le nombre positif m' — X:' — / -+- i étant supérieur à m' — 2/, par suite 
delà relation A'<;/ h- i, on voit que la formée^"'"' envisagée est excep- 
tionnelle au même titre que les formes cÇ"'"', apolaires à/, considé- 
rées d'abord. 

Pour arriver à ce résultat, nous avons supposé simplement que la 
forme d'"'"' entrait en facteur dans une forme <*'">{.', d'ordre égal ou 
inférieur à m — /, apolaire à/, telle que o < // < / 4- i . Il est mainte- 
nant à remarquer que s'il existait une autre forme C '">][*', telle que 
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A"<Jfe', qui soit apolairc à/, le nombre w'— ^'— ^-hi des formes 
d'ordre w — /apolaires à/el divisibles par e"*'"'/^*" serait supérieur à 

Gela monlre qu'il est tout à fait avantageux de supposer qu'en de- 
hors de la forme e'^'"* rj^' il n'existe aucune forme d'ordre moindre, 
divisible par^"*"', qui soit apolaire à/(*). 

33. C'est un fait très important qu'en dehors des formes eî"*"', déjà 
considérées, et qui entrent en facteur dans quelque forme éj""'^ rj apo- 
laire à /et de plus telle que 

il n'existe point d'autres formes c^"""' qui entrent en facteur dans un 
nombre positif et supérieur à m!— 2/ de formes d'ordre m — t apo- 
laires à/. 

Supposons, en effet, que le nombre m'—k— i n- i^/n'— / -h i des 
formes d'ordre m-- 1 apolaires à/et divisibles par une forme donnée 
^m-m- ^^^1 ^ __ m<m — t), soit tel que 

o < m' — k' — t -\- i'> m' — 2tj 
de manière qu'on ait 

k'<m — t el o<k'<t-if\, 

et examinons quelle doit être la forme «^"'. 

Et d'abord il est clair que si /w' — ^ — / -+- 1 = /w' — ^ -h i , c'est- 
à-dire A' == o, la forme <?^~'" doit être apolairc à/, puisque le nombre des 
formes d'ordre m — /divisibles par ^~'"' est juste égal à /n'— /+ r. 

Passons maintenant au cas où l'on aurait k'^o. 

D'après les suppositions faites, la relation 

(9) (ae)"*~'«'(ûfc/')"»'-'ai,=:o 



( > ) Du resle, diaprés ce que nous verrons par la suite (n° 33), si ^j--"»>^*' &<{ la (seule ) 
forme d'ordre minimum qui soit apotaire à / et divisible par ej"*"', et qu'on suppose 
k'^m'— ^, o<X'<fH-i, les seules formes d'ordre w — / apolaires à / el divisibles par 
<?'?-'"' seront celles divisibles par e^-'^'r'j^. 
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ne peul êire satisfaite que par w' — *' — / 4- 1 formes d'^'\ linéaire- 
ment indépendantes entre elles. Cela étant, je remarque que la forme 

6î'=:(ae)'»-'«'aî' 



ne saurait être identiquement nulle, puisque, autrement, le nombre 
m'— >t'— / -h I des formes e^*'"'fiC"~', satisfaisant à la relation (9) pré- 
cédente, serait égal à w'— ^ -h i. La relation (9) peut donc être écrite 
comme il suit : 

d'où nous apprenons que toute forme rf^*"'"' satisfaisant à la relation (9} 
doit être apolairç à i^', et réciproquement. 
Si la forme i^' était arbitraire, le nombre des formes d'ordre ni — t 

qui lui seraient apolaires serait ou o (dans le casoùm'— /^ ~j ou 

bien m' ^ ut (dans le cas où m'— / > — V A présent, les choses se 

passent autrement, puisque, d*aprës les suppositions faites, ce nombre 
(c'est-a-dirc m' — k' — / 4- 1) doit être k la fois positif et supérieur à 
m' — 2t. 

C'est de ce fait que découlent les résultats que nous avons en vue. En 
effet, d'après ce que nous avons vu au n^ 31, il faut que, dans le cas 
actuel, toutes les formes d'ordre m' — /, apolaires à 6"* , soient divisibles 

par une même forme r'J^'l^ — ^ >^'>oj, laquelle doit constituer la 

forme d'ordre minimum qui soit apolaire à b'^'. 

Les suppositions dont nous sommes parti nous conduisent donc à 
cette conséquence, que les formes cC'"'^' satisfaisant à la relation (91 

sont toutes divisibles par une même forme rj^[ ^' >^'>oj, carac- 
térisée par la propriété que la forme e^'"'r^' coïncide avec celle des 
formes, d'ordre égal ou inférieur à m — /, apolaires à /et divisibles 
par 5^'"'", dont l'ordre est minimum. 

Nous arrivons ainsi a cette proposition importante, dans laquelle 
nous avons compris aussi le cas où ^'= o : 

Ern^isageons le système des formes ûÇ"M/w — />— ) apolaires à /, 
dans le cas où, la/orme F,^., n'étant pas identiquement nulle, ce système 
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contienl m' — a < formes linéairement indépendantes entre elles. Si le 
nombre m' — k' — f •+• i ^/w' — / 4- i des /ormes de ce système qui sont 
divisibles par une forme ô^~"* {où o<^ m — /n'^/w — /) est à la fois 
positif et supérieur à //<' — a/, il faut bien. qu il existe une seule forme 

r'r (— ^- >it'^o] ayant la propriété que la forme e'"~'" r^' coïncide 

mec celle des formes apolaires à f et divisibles par e^"'" dont l'ordre 
m minimum. 

Les seules formes d'* ordre m — t apolaires à f et divisibles par e^~'" 
sont alors celles divisibles par e^^*^' r'^ . 

IH. De la proposition que nous venons d'élablir il résulte que : 

S<, dans le cas où F,^, 7^0 (/n -— />• — j» il y a, parmi les formes 

d'ordrem — t apolaires à f au moins m'— i'-- t -h 1 >o,oùo^it'<[/4-i, 
qui soient divisibles par une forme e^"* , iVordreégalou inférieurh m — t, 
il faut bien que la forme «J "* entre en facteur au moins dans une forme 
^? *" r* » d* ordre m —- m'-— i\ apolaire àf 

Considérons, en pariiculier, le cas où m' = 2/ -h i. 
Si la forme 

était quelconque, il n*y aurait qu'une seule forme d*ordre m — /, apo- 
laire à /• qui soil divisible pare* *•'; ce serait la forme représentée par 

Si, au couiraire, on suppose que le nombre des formes d'ordre//! — / >~, 

apolaires à/et divisibles par e^"'", soit au moins égal à 2, on devra en 
conclure, d*après la proposition précédente, qu'il existe au moins une 
forme d'ordre //i ~ I — i , apolaire tkf qui soit divisible par e^'*"- 

Ku remarquant maintenant : i"^ que la condition nécessaire et suili- 
santé pourquela forme e*^ '^=e'^'^ ^ entre en farteur an moins dans 
deux formes d*ordre m — t apolaires à /, consiste dans Tévanouisse- 
ment de la forme 

quel que soit a\ et a* que lorsque la forme «7 "* entre en facteur dans 



SUR LA THÉORIE DES FORMES DINAIRES, ETC. Hl 

quelque forme d'ordre m — l— i, apolaire à/, on doit avoir 



I 



on arriva à ce résultat important, que : 
Toutes tes fois que la forme 

[où les y^^, y "■'♦ ... ont des valeurs données) est nulle quel que soit x, 
on doit avoir les m — 'j f — i relations 



> 



En parlant de cette proposition, il est aisé d'établir la proposition 
plus générale suivante : 

Toutes les fois que la forme 

{oùm — t > t'^i^ et où les 7'"*"', V*"*"'» . . . ont des valeurs données , est 
nulle quelles que soient les valeurs des x'"*"*, a^^', ..., x^\ il se trouve 
que toutes les formes 

correspondant aux valeurs 

j — I y 2 «... y fr ( 

de 1^ sont également niUles quelles que soient les valeurs des x^^^^\ ,. .,x'\ 
aussitôt quon suppose que les z^^\ z'*^*, . . ., s""***'^ qui y figurent sont 
m — t — t' —j symboles différents pris parmi lesy^* , y''^^ , . . . , y*"' ( ' ; . 



( On peut aussi arriver à ce résultat en parlant de la proposition énoncée au corn- 
mencementdu présent numéro, proposition qu*on appliquerait au cas où m*z= t -^ t'. 
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Par suilo dos propriétés des formes involutives exposées aux n®*7 
iM 13» on peut aussi énoncer celte proposition comme il suit : 

Touifs les /ois que la forme 

**i*-\ \ •*>**»•»•»»*» v' 9 J 9 ' * • f J J 

yoù m^iy>ty>t\ eic.) est nulle, quelque soil jt. Use trouve que toutes 
1rs Jonnes 

tHirrespondant au.i^ îHileurs i , a, ...,/' — / rfey, 50wl également nulles quel 
que soit .r, aussitôt que ton suppose^ etc. 

Des propositions analogues ont lieu pour les formes 

, considérées au n^ 19^; mais» comme le plan du présent Mémoire nes\ 
prête pas« nous préférons remettre leur étude à une autre occasion. 



YIII. 
Sur U théorie du fins grand camaiva dmae«r. 

35. Soient deux formes binaires 

r=z.r^eis — s'^ v^ = /'. 

et considérons le système linéaire composé par les formes d*ordrr 
l ^f ^ I comprises dans Texpression 

OÙ z*. ^ Cl î^"^ dèsijrnent deux formes arbitraires, dont les ordres A — i 
oï / - I sont inférieurs à i, 

l>ii j^il« d'apK^s une remarque utilisée déjà par Euler pour la 
tkcorie d*olioiination« que dans le cas où Ton peut trouver deux 
fondes «i "' et c; \ telles qu\>a ait 
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les deux formes r et 5 doivent admettre en commun au moins i facteurs 
linéaires. 

De cette manière, dans le cas où les deux formes r et 5 n'ad- 
mettent pas plus de { — 1 facteurs linéaires en commun, aucune forme 
comprise dans l'expression (10) ne doit être identiquement nulle 
(nous faisons naturellement abstraction du cas où p = a = o). En 
d'autres termes, les formes comprises dans l'expression (10], et qui 
sont toutes des combinaisons linéaires de A: -h / — 2/ 4- 3 formes 

M> f f , %A^ f 4A/ ] ' fl * * * 9 *^ \ '^ 1 y *^ \ 9 

k—i /— /— 1 X:— /-l A-—/ 

M/ f », *^ t i^9 * * *9 *^ \ ^f^ m w« *^ 9 ^'f 

constituent, dans le cas considéré, un système linéaire k A -+-/— 21-+- 1 
paramètres. On remarquera que, lorsque les deux formes r et^ n'ad- 
mettent aucun facteur linéaire en commun, l'expression <7^"V — p^^^s 
est capable de représenter toute forme d'ordre A H- /■— i. 

36. On obtient la forme involutive 

relative au système linéaire (10), en éliminant les *+/ — 214-2 
coefficients des formes p^~' et c^' ainsi que les i — i coefficients de la 
forme t^^, entre les A + /— e -hi équations de condition auxquelles 
conduit l'évanouissement identique de la forme 

■ 

(comparez len° 6) (*). 

La forme (»,•_< est d'ordre i — 1 par rapport à chacune des séries de 
variables a?'""', a?'"^, ...,a7*"^"', de degré /— i + i par rapport aux 
coefficients de r et de degré A — « + 1 par rapport aux coefficients 
de 5. 

La forme uot ne contenant pas de variables, constitue le résultant 



(1) En dehors de Texpression de &>/-i, par un déterminant d'ordre X* + / — / + 1, qu'on 
obtient de cette manière, on peut aussi trouver une autre expression par un déterminant 
d'ordre i -+" / — i. Mais ces questions ne sont que d'une importance secondaire pour le but 
que nous avons en vue. 

s. 8 
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(les deux formes r et s. L'évanouissement identique de «o exprime, en 
ciïet, la condition nécessaire et suffisante pour qu'une des formes 
comprises dans l'expression 



a 



/-i .. ^fi-\ 



X 



r — 9x •« 



soi! identiquement nulle, c'est-à-dire pour que les deux formes r et s 
admettent au moins un facteur linéaire en commun. 

De même, r éçanouissemeni identique de la forme «,_, fournit l'en- 
semble des relations {fondamentales) qui doivent avoir lieu, entre les deux 
formes r et s, pour qu une forme au moins comprise dans r expression ( i o) 
soit identiquement nulle, c'est-à-dire pour que les deux formes r et s ad- 
mettent au moins i facteurs linéaires en commun. 

37. Considérons maintenant le covariant principal 

de la forme w/_,, covariant qui coïncide avec le déterminant fonc- 
tionnel des k-i-l — 214- 2 formes (i i). (Pour i = i, on aura Ro= Wo.) 

D'après ce que nous savons (n° 13), les f ^ Z'^ j relations, 

linéairement indépendantes entre elles, auxquelles conduit l'évanouis- 
sement identique de la forme involuiive w/_^, doivent être toutes satis- 
faites aussitôt que la formeR|_i(a?) devient identiquement nulle. Il suit 
delà que : 

Pour que les deux formes r= r^ et s =^ s^j. admettent au moins i fac- 
teurs linéaires en commun, il faut et il suffit que la forme, d'ordre 

[i— \){k-^l— 2ï-h 2), 

R/_, (.r) izz ti),_, (.r, .r, r) 

soit identiquement nulle. 

Lorsque la forme R,_, est identiquement nulle, il en est de même pour les 

formes R/_2» ï^«-8i • • •• ï^o* 

Pour que les deux formes r et s admettent moins de « 4- i facteurs li- 
néaires en commun, il faut et il suffit que la forme R, ne soit pas identi- 
quement nulle. 

Pour que le plus grand commun diviseur des deux formes r et s soit une 
forme d'ordre «, il faut et il suffit que laforme^i_^ soit identiquement mille 
sans qu'il en soit de même' pour la forme R,-. 
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38. Lorsque les formes ret 5 admettent pour plus grand commun 
diviseur une forme p{x) d'ordre i^ aucune des formes comprises dans 
l'expression 

ne peut être identiquement nulle. L'expression précédente est donc, 
dans ce cas, capable de représenter toute forme d'ordre &-\- l~i — i 
divisible par/9(â7). De là il suit que, dans ce cas, la forme involutive 

coïncide avec la forme 

Ainsi donc : 

Dans le cas où la/orme R|_| est identiquement nulle, sans quil en soit 
de même pour R/, la forme involutive co^ devient égale à 

p[x) désignant la forme d'ordre i qui constitue, dans ce cas, le plus grand 
commun diviseur des deux formes r et s. 

En particulier, lorsque le résultant R© des deux formes r et s est nul^ sans 
que la forme R|, laquelle est d'ordre m=^ k+ l— 2^ soit identiquement 

nulle f on doit avoir 

oii — {x^y){x^y)...{x^'y)y 

Ri =^(^7)'", 

{xy ) désignant le seul facteur linéaire que les deux formes ret s admettent, 
dans ce cas, en commun (* ). 

De cette proposition nous déduisons que, si le plus grand diviseur 



{\) On sait que Jacobi {Journal de C relie, t. 15) est le premier qui ait considéré les coef- 
ficients de la forme Ri pour le cas où A: = /, lesquels coefficients ne sont autre chose que 
les premiers mineurs du déterminant qui représente le résultant de Bézout. Jacobi avait fait 
voir, entre autres, comment, en partant des coefficients en question, on peut déterminer, 
d'une manière unique (en général), les deux formes r et j, de façon que deux coefficients 
arbitraires de chacune de ces formes aient des valeurs données. M. Gordan s'est ausi^i beau- 
coup occupé de la forme Ri, qu'il représente par la lettre 0, dans son Mémoire : Ueber 
die Dildung dcr Résultante uveier Gleir/iungen {Mathem. Annalcn, t. IIl; 1871). Fw/> aussi 
une Note de l'auteur : Sur un problème de la théorie de V élimination {Comptes rendus des 
séances de V Académie des Sciences, t. XGVHI, p. io5o; décembre i883). 
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des deux Jormes rets est uneJormep{x)^ d'ordre i, cette Jorme p{x) doit 
être égale, à unjacteur constant [différent de zéro) près, à 

où les y'*'* , y'"^* , . . . sont des valeurs de y choisies de manière quelles n'an- 
nulent pas à lajois les deux Jormes ret 5, c'est-à-dire de maniëre qu'au- 
cune des expressions • 

ne constitue un facteur linéaire commun aux deux formes ret s. 

39. D'après les propriétés que nous venons d'établir, toutes les fois 
que la forme (»|_| est identiquement nulle^ sans qu'il en soit de même 
pour (i>^-, on doit avoir 

aussitôt qu'aucune desvaleursy, y-^*, ... de j n'annule à la fois les 
deux formes r et s. De là découle cette proposition : 

Pour que, la/orme w/^i étant identiquement nulle, la même chose ait 
lieu pour la forme «/, il faut et il suffit qu'on ait 

pour des valeurs y*, y^\ • • . de y choisies de manière qu'aucune d'elles 
n'annule à la fois les deux formes r et s. 

Ce résultat est fort remarquable, parce qu'il nous apprend comment» 
étant supposé que la forme a>/.| soit identiquement nulle, on peut ex- 
primer, par une seule équation, la condition nécessaire et suffisante 
pour que la forme co/ soit aussi identiquement nulle. En partant main- 
tenant de ce résultat, appliqué successivement aux cas où i= i, 2, . .., 
on arrive à un procédé permettant d'exprimer, au mjoyen de i équations 
seulement, accompagnées d'un certain nombre d'inégalités, les condi- 
tions nécessaires et suffisantes pour que la forme (o^-.^ soit identique- 
ment nulle. 

Ainsi : Pour que la forme œ^^^ soit identiquement nulle, c est-à-dire pour 
que les deux formes rets admettent au moins i facteurs linéaires en com^* 
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mun, il faut et il suffit qiion ait 

O = (Oo =^ Ro, 

•••• y 

o = 0)/., (//Il, 7/- u • • • » /J-("') 

pour des valeurs y\, y\, . . ., 7" y-IÎ, jjL,» • • ^yj^l"' ^ey, cAow/e^ 

fife manière qu'aucune d'elles n'annule à la fois les deux formes r et s. 

Si l'on voulait de plus que, avec û);„i = o, on ait «/tz^o, on devrait 
ajouter, aux s équations de la proposition précédente, l'inégalité 

of^Mj^^M^S ...,7^-'-*), 

les valeurs y', y^\ ... de y étant toujours choisies d'après la même 
règle. 

40. Parmi les cas particuliers de la proposition précédente, il con- 
vient de signaler le suivant : 

Pour que les deux formes r et s admettent au moins i facteurs linéaires 
en communy il faut et il suffit qiîon ait 

Ro=o, Rj(j)=zo, ..., R/_j (7)1=10, 

la valeur y étant choisie de manière qu'on n'ait pas à la fois r[y) = o 
et s{y) = o. Si maintenant on veut que les deux formes r et s admettent 
juste i facteurs linéaires en commun, il faut et il suffit d* ajouter aux équa- 
tions précédentes V inégalité 

On voit par là que, dans le cas où les premiers [ou les derniers) termes 

des deux formes r et s ne sont pas nuls à la Jois, les conditions nécessaires 

et suffisantes pour que les deux formes r et s admettent i facteurs linéaires 

en commun consistent dans l'évanouissement des premiers [ou des der- 

niers) termes des formes 

Ro> Ro • • • ) R;-i» 

Si Von veut que les deux formes r et s aient juste i facteurs linéaires en 
commun, il faut déplus et il suffit que le premier [ou le dernier) terme de h 
forme R,- soit différent de zéro. 
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IX. 

Comparaison avec la théorie des formes apolaires. 

4t. Propriétés de laformt R,. — A côté des formes invulutives 

relatives aux systèmes liDéaires 

on pourrait considérer les formes involutives 

relatives aux systèmes linéaires conjugués. 
Parmi ces nouvelles formes, la plus intéressante est la forme 

?i {^) = wi ( j:, J-, . . . , x) — R, (07), 

laquelle représente^ toutes les fois qu'elle n'est pas identiquement 
nulle, la seule forme qui soit, dans ce cas, conjuguée aux formes 
comprises dans l'expression 

Ainsi, en supposant 

on devra avoir 

La forme R, est caractérisée par la propriété d'être conjuguée aussi 
bien par rapport à la forme r que par rapport à la forme 5. Aussi est- 
elle complètement délinie, à un facteur numérique près, au moyen des 
relations 

Nous savons ; n^ 38 "^ que, dans le cas où R«=: o, la forme R, 'x) 
devient égale è v«<?' "*• \^y^f désignant le facteur linéaire que les deux 
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formes r el s admeltent en commun dans ce cas. Mais si les deux 
formes r et s ont i > i facteurs linéaires en commun, on a R| (a?) = o, 
le nombre des formes d'ordre w = X: -v / — 2, conjuguées à r et à ^ et 
linéairement indépendantes entre elles, étant égal à i. 

42. D*aprës ce que nous avons vu au n^ 29, lorsque les deux 
formes r et ^ n'admettent aucun facteur linéaire en commun, et qu'on 
suppose A:^/, il ne peut pas y avoir de formes d'ordre moindre à k qui 
soient apolaires à R, = a^. 

Si * = /, les seules formes d'ordre k apolaires à R, = «^ sont celles 
comprises dans le faisceau xr-h Xs. 

D'autre part, si A: < /, la forme r est la seule forme d'ordre* apolaire 
a R,, tandis que les seules formes apolaires à R|, dont l'ordre soit su- 
périeur à A: et inférieur à /, sont celles divisibles par r. 

De cette manière, les seules formes d'ordre m— t égal ou supérieur 
à l{=k)9 apolaires à R|» sont celles comprises dans le système linéaire 

Dans le cas, au contraire, où Ro= o, Rj = (^)'", toutes les formes 
d'ordre égal ou inférieur à m, qui sont divisibles par {xy) doivent 
être apolaires à R, = a^. 

On déduit de tout cela que, si l'on considère le covariant 

û,^,(a;'^Sa;'+S .....r«-') =:^^-:^ (««')«(«')«.. .(«('-«>«''))« JJ a^«y...aiy 

de R< = a^* {voir n"* 21 ), pour les cas où o ^ ^ < A: — i , ce covariant doit 
ètreégaly à un facteur numérique près, au produit de la forme 

par la i*^"* puissance du résultant R^. 

D'autre part, le cas où l'on aurait t^k — i offre des particularités 
assez curieuses. Et d'abord, si A:< /, le covariant û^ ^^ Ri <loit être 
égal, à un facteur numérique près, à 

Rj-»r(a;*)r(a:*-^*) . . . r(;r'-«). 
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tandis que les covarianls suivants n^+i i Qa+s* • - • de R| sont identique- 
ment nuls. Si, an contraire, A: = /, Tinvariant Cl/^ de R, se réduit à la 
puissance {k — i)*^™® du résultant Ro- 

43. Comme les systèmes linéaires 



a 



m-k-t w, ^m-l-t 



r — p!^-^''s {o<t<k — i) 



sont composés, dans le cas où R© ^ o, par des formes d'ordre m^ t 
apolaires à R,(^), ces systèmes linéaires doivent posséder toutes les 
propriétés dont il a été question aux n^"* 32-34. 

De cette manière nous devons avoir, entre autres, les propositions 
suivantes (pour le cas où Ro^^^ o) : 

Si le nombre des formes du système 



^m-k-t ^ _ ^m-l-l ^ 



qui sont divisibles par une forme ^^ ^' * est égal ou supérieur à 2^ il doit 
exister au moins une forme d'ordre m— t — i apolaire à R< qui soit divi- 
sible par el"^'-\ 

Toutes les fois que la forme 



Cx> 



/+i(^,7'^»,7'-^S ...,/'"~0, 



où les j^"*"^ , y'^^ , . . . , y""' ont des valeurs données, est nulle, quel que 
soit 07, on doit avoir les m— ut — i relations 

o = «,_,,( j'+S j'+S . . . , j'"-'), 
o = «,+,( j'+S 7'-^, . , . , 7«-'), 



o = wi+, ( r'^S y-^S . . . , j"»-'-* ). 



44. Propriétés relatives au cas où R/_, = o, R,-^o. — Considérons 
maintenant de nouveau le cas où les deux formes r et ^ admettraient, 
comme plus grand commun diviseur, une forme p^^. Comme toutes les 
formes R/..f , R|_29 . . ., Rn Ro sont, dans ce cas, identiquement nulles, 
nous aurons à envisager seulement les formes involutives 
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Si l'on suppose 

r=^p{a^)r'{x), s = p{a:)s'(x), 

r^ el s' étant deux formes d'ordres k' =: k — i et l' =^ t— î respective- 
ment, les systèmes linéaires auxquels se rapportent les formes involu- 
tives précédentes seront 



(^x-*/-'-p^')/>i. 



Cela étant, il est aisé de voir qu'une quelconque des formes involu- 
tives 

en question doit être égale au produit de la forme 
par la forme involutive 
relative au système linéaire 
La forme tùi sera, en particulier» égale, à un facteur constant près, à 

comme nous l'avons déjà remarqué (n'^ 38). 



( II est, en effet, clair que si A: + 1 formes binai res/o,/i, . . . , /t d*un même ordre sonl 
toutes divisibles par une même forme ^(o?), de manière qu'on ait 

/o = //o» f\=plu •••' fk = pfk^ 
la forme involulive 

[2db/o(.rO)/i(xt).../i.(xA)]rA(.ro,x», rM 

est égale au produit de la forme /'(^ )p(xi ).. ./^(x^') par la forme involutive 

[2zh/i(.rO)/;(a:i)...yi.(J:*)]:A{.^^.^^ ...,.'^). 
S. 9 
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45. Les formes «j,, <ù\, .... «)t_,_, jouent, par rapport aux formes r' 
et s\ le même rôle que les formes Wo» «i» • • •• ^a-i jouent par rapport 
aux formes r et 5. Ainsi la première de ces formes constitue le résul- 
tant R'„, supposé différent de zéro, des deux formes K et s'. Quant à la 
forme 

elle constitue la seule forme d'ordre m'= k'-h t^ 2=A"-f/— 21— 2 
qui soit conjuguée aux deux formes/ et j'; elle jouit, par conséquent, 
de propriétés tout à fait analogues à celles exposées aux p'*^ 41-43 à 
propos de 4a forme R,(^). Parmi tes diverses propriétés auxquelles 
conduit la considération de la forme R',(^)» il importe d'envisager ici 
la suivante (comparez le n® 43) : 

Toutes les fois que la j orme 

où les y^ , y-'"^* , . . . , /*^~-' ont des valeurs données, est nulle, quel que soit 
.r, on doit avoir les k -h l — 2/ -H i relations suivantes : 

v-/(y> y*', r'-^'-n =0, 



/ 



Si Ton passe maintenant à la considération de la forme 

:=<-;..,_, (^,.v>,7>^', ...,/*+'->) x/>(^)jp(y) />(7>-^')- • •/'(.v*-^'-0 

(où (<y<>^+')> <)" remarque, d'après la proposition précédente, 
que : 

Si la/omie 

est nuUe, quelque soit x, sans que la /orme Ry_, soit identiquement nulle, 
on doit avoir 

i <-y(7'-^', y^^\ ■■■, y''^'-J) = o, 

I «-y(y. j''-^'. ••-.j*-^'--') =0, 



(«") 



/ ' 
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« 

toules ksjois que les valeurs ^, v'^* , . . ., J*"^*' de y sont telles c/u aucune 
ridelles n'annule à la/ois les deux formes r et s. 

YoyoDs maiotenant ce qui se passe lorsque la forme Ry_4 esl iden- 
tiquement nulle. Et d'abord, si R/=o, on aura aussi wy=o, de 
sorte que toutes les relations (ri) précédentes seront satisfaites identi- 
quement. Si maintenant Ry_, = o, R; 7^^ o, on devra avoir (d'après les 
n«»3«, 39) 

toutes les fois qu'aucune des valeurs y^, y**^', ... de j n'annule à la 
fois les deux formes r et s. En combinant ces remarques avec la pro- 
position précédente, on arrive à ce résultat très remarquable, que : 

Pourvue la /orme R/«, soit identiquement nulle, sans quil en soit de 
même pour R/, c'est-à-dire pour que le plus grand commun diviseur des 
deux formes r et s soà une Jorme d'ordre «, il faut et il suffà que la forme 
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ioà les y, y^\ . . ., v*^'~' désignent des valeurs données de r, choi- 
sies de manière qu'aucune d'elles n annule à ta fois les deux formes r 
et s) soit nulle, quel que soit x, pourvu quen même temps ait lieu une 
quelconque des inégalités 

• •••••• ..••• ■•••y 

En supposant, en particulier, 

nous avons celte proposition : 

Pour que le plus grand commun diviseur des deux /ormes r et s soit 
une forme a ordre i, il faut et il suffit que la forme 

w/_,(.r, r,7, .. ., V) 
(y ayant une valeur qui n annule pas à la fois les deux formes r et s) 



mu hidfp, ^iir/^iif» mi a\ fMimu ifu'on aii en même ifmps 
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Kl. IVwpK^» 00 t)ui ^UHV^llo, il ost ol«ir que IVvanouissoment pur el 
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). 



t)Uol ^)uo Hotl .i\ 110 pout lournir ^uoune uulio)^lion sur le nombre des 
t\^olourî^ luu'^ttirt^s \|«o los\lou\ tormos rou pouvenl avoir en eommun, 
M^^i^o xM Toh î^M|^pose que les v\ y \ ... soionl choisis de manière 
^jW*mio«ue des expressiiMis v-^'^'^^ v*^.^' '^ . . ne eonsiilue un facteur 
In^o^^uv exMumun ^at\ <leu\ formes r et *. 

\ù^si% |\*r e\ew^|^K\ ou |v*ui dèmonlri^r qtte»/>iKvryM\vt pfiissrimtHrr 



NNVv t.\.\ f^^ M "a^^»^ 
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SECONDE THESE 
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PROPOSITIONS DONNÉES PAR LA FACULTÉ, 



ApplicalioD de la théorie des fonctions elliptiques à l'étude géomé- 
trique des courbes du troisième ordre. 
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